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Introduzione 


Nelle conclusioni della sua opera La legge fisica Richard 
S. Feynman si domanda: quale sarà il futuro della scien¬ 
za? continueremo per sempre a scoprire nuove leggi? 
Egli ne dubita: potrebbe persino diventare noioso ed 
arriveremmo, conclude Feynman, a un punto in cui tut¬ 
te le leggi, almeno quelle che determinano l’essenziale 
dei fenomeni, sarebbero conosciute. Non si riscopre l’A- 
mericah 

Tale concetto di una «fine della scienza» si riscontra in 
molte altre opere scritte da fisici autorevoli. Nel suo libro 
Dal big bang ai buchi neri, ad esempio, il cosmologo inglese 
Stephen Hawking predice l’avvento di una teoria unifi¬ 
cata che ci consentirà di decifrare «la mente di Dio»^. 

La tesi esposta in quésto volume giunge a una pro¬ 
spettiva diversa. La nozione di legge della natura, così 
come è formulata da Feynman o da Hawking, si riferi¬ 
sce ad un universo fondamentalmente reversibile, che 
non conosce differenza tra passato e futuro. 

La fisica, da Galileo a Feynman e Hawking, ha ri¬ 
petuto la più paradossale delle negazioni, quella della 
freccia del tempo che pure traduce la solidarietà della no¬ 
stra esperienza interiore con il mondo in cui viviamo. 
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Le scienze del divenire e la fisica del non-equilibrio 
sono state respinte verso la fenomenologia, quasi ridot¬ 
te a effetti parassiti che l’uomo introduce nelle leggi fon¬ 
damentali. Cominciavamo finalmente a intravedere la 
possibilità di risolvere tale paradosso: la sua soluzione 
passa attraverso una generalizzazione del concetto di 
leggi della natura. Nel corso degli ultimi decenni un 
concetto nuovo ha conosciuto una fortuna sempre cre¬ 
scente: la nozione di instabilità dinamica associata a 
quella di «caos». Quest’ultimo fa pensare a disordine, 
imprevedibilità: ma vedremo che non è così. E possibile 
invece, come constateremo in queste pagine, includere 
il «caos» nelle leggi della natura, ma al prezzo di gene¬ 
ralizzare tale nozione in modo da includervi le nozioni 
di probabilità e di irreversibilità. In breve, la nozione di 
instabilità ci obbliga ad abbandonare la descrizione di 
situazioni individuali (traiettorie, funzioni d’onda) per 
abbracciare descrizioni statistiche. È quindi a livello 
statistico che possiamo evidenziare la comparsa di una 
simmetria temporale spezzata. 

Come ho già detto, la formulazione tradizionale delle 
leggi della natura opponeva le leggi fondamentali atem¬ 
porali alle descrizioni fenomenologiche, che comprendo¬ 
no la freccia del tempo. La riconsiderazione del «caos» 
porta anche a una nuova coerenza, a una scienza che 
non parla solamente di leggi, ma anche di eventi, la qua¬ 
le non è condannata a negare l’emergere del nuovo, che 
comporterebbe un rifiuto della propria attività creatrice. 

Oggi conosciamo diverse classi di sistemi instabili, 
da trasformazioni geometriche (mappe) che operano in 
tempi discreti fino a sistemi dinamici o quantità in cui 
il tempo agisce in modo continuo. É meraviglioso che 
attualmente la descrizione fondamentale accettata in fi¬ 


sica si faccia, come vedremo in queste pagine, in ter¬ 
mini di sistemi instabili. 

Nell’ambito di questo libro non è possibile presen¬ 
tare un’esposizione sistematica dei problemi legati alla 
nozione di instabilità e del loro legame con l’irreversi¬ 
bilità. La mia ambizione è di fornire uno sguardo in¬ 
troduttivo alla trattazione che sto sviluppando nella mia 
prossima opera, Time, Chaos and thè Quantum. 

Ogni nuova teoria fisica trova la sua espressione in 
una formulazione matematica originale, che è presente 
anche qui: ciò potrebbe suscitare qualche difficoltà nel¬ 
la esposizione, dato che è mio desiderio (e rientra anche 
negli intenti programmatici di questa collana) che que¬ 
sto libro sia accessibile a un pubblico più vasto, com¬ 
posto non solo da fisici teorici. Eppure la materia esige 
un minimo di rigore: si tratta di un cambiamento di 
prospettiva che deve essere giustificato e analizzato. 

In questo testo ho analizzato solamente esempi sem¬ 
plici (essenzialmente «mappe») e mi sono limitato a fare 
osservazioni qualitative sull’oggetto dei sistemi dinami¬ 
ci propriamente detti (classici o quantistici). Ho anche 
ridotto al minimo il ricorso all’apparato matematico. Al 
contrario, nell’Appendice scritta in collaborazione con il 
dottor 1. Antoniou, che qui tengo a ringraziare viva¬ 
mente per l’aiuto che mi ha recato, è presentata un’e¬ 
sposizione più sistematica del formalismo matematico. 

Poiché ciò che ho esposto qui fu presentato original¬ 
mente in alcune conferenze, non ho voluto appesantire 
il testo di troppi riferimenti alla bibliografia, che co¬ 
munque sono riportati nelle Note. 

Concludendo questa introduzione, vorrei esprimere 
la mia gratitudine agli organizzatori di quelle conferen¬ 
ze milanesi e in particolar modo alla signora Lorena 
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Preta ed al professor Giulio Giorello, presso la cui cat¬ 
tedra di Filosofia della Scienza ho avuto la possibilità e 
il piacere di parlare in pubblico. Conservo un piacevo¬ 
lissimo ricordo dell’atmosfera d’interesse e d’amicizia 
che ho incontrato a Milano. 

Ringrazio anche i miei colleghi I. Antoniou, P. Nar- 
done e S. Tasaki per il contributo recato in occasione 
dell’organizzazione di queste conferenze. 

I. P. 


LE LEGGI DEL CAOS 





Capitolo primo 


Un titolo come Le leggi del caos può sembrare paradossale. 
Esistono leggi del caos? Il caos non è per definizione «im¬ 
prevedibile»? Vedremo che none così, ma che la nozione 
di caos ci costringe invece a riconsiderare quella di ‘legge 
della natura’. Nella prospettiva classica una legge della 
natura era associata a una descrizione deterministica e 
reversibile nel tempo, in cui futuro e passato avevano lo 
stesso ruolo. L’introduzione del caos ci obbliga a gene¬ 
ralizzare la nozione di legge della natura e a introdurvi i 
concetti di probabilità e di irreversibilità. Si tratta, in tal 
caso, di un cambiamento radicale, poiché, a voler segui¬ 
re davvero questo approccio, il caos ci obbliga a ricon¬ 
siderare la nostra descrizione fondamentale della natu¬ 
ra. Non può essere affatto compito di questo libro pre¬ 
sentare un’esposizione sistematica della teoria del caos. 
D’altronde esistono varie opere alle quali il lettore può 
fare riferimento, ma quel che vorrei sottolineare in que¬ 
sto contesto è il ruolo fondamentale del caos a ogni livello 
di descrizione della natura, che sia quello microscopico, 
macroscopico o cosmologico. 

Oggi si parla di caos a proposito dei fenomeni più di¬ 
sparati. Per esempio si associa il caos alla turbolenza con 
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cui scorrono i fluidi: precisiamo subito che non sono 
questi gli aspetti di cui ci occuperemo in questa sede. 
Prima di tutto siamo interessati al caos così come risulta 
dalle equazioni dinamiche classiche o quantistiche che, 
nella sfera delle nostre conoscenze, corrispondono alla 
descrizione microscopica fondamentale. Indubbiamen¬ 
te da questo caos microscopico può risultare il caos ma¬ 
croscopico, ma ritorneremo su questo concetto più a- 
vanti. La nostra attenzione si concentra soprattutto sulla 
descrizione detta «fondamentale» del comportamento 
della materia. 

Il caos è sempre la conseguenza di fattori di instabi¬ 
lità. Il pendolo in assenza di attrito è un sistema stabile, 
ma curiosamente la maggior parte dei sistemi di interes¬ 
se fisico, che siano di meccanica classica o di meccanica 
quantistica, sono sistemi instabili. In essi una piccola 
perturbazione si amplifica e traiettorie inizialmente vi¬ 
cine divergono. L’instabilità introduce nuovi aspetti es¬ 
senziali. 

Dunque noi esamineremo principalmente l’inciden¬ 
za di tale instabilità sui concetti fondamentali; il deter¬ 
minismo, l’irreversibilità e persino i fondamenti della 
meccanica quantistica: come dimostreremo, tutti que¬ 
sti problemi s’illuminano di luce nuova. Ecco perché 
quando si prende in considerazione il caos, si può par¬ 
lare di una riformulazione delle leggi della natura. La 
posta in gioco è di importanza primaria. 

Attualmente la scienza ha un ruolo fondamentale nel¬ 
la nostra civiltà, eppure, usando una nota espressione in¬ 
trodotta da Snow, viviamo ancora in una società scissa 
tra due culture, la comunicazione tra i cui membri rima¬ 
ne difficile. Qual è la ragione di tale dicotomia? Spesso è 
stato suggerito che si tratta di un problema di conoscen¬ 


ze. Le scienze di base si esprimono in termini matemati¬ 
ci. Gli «scienziati» non leggono Shakespeare e gli «uma¬ 
nisti» sono insensibili alla bellezza della matematica. Cre¬ 
do che questa dicotomia viva di una motivazione più 
profonda e che risieda nel modo in cui la nozione di tem¬ 
po è incorporata in ognuna di queste due culture. 

Nelle scienze naturali l’ideale tradizionale era rag¬ 
giungere la certezza associata a una descrizione deter¬ 
ministica, tanto che persino la meccanica quantistica 
persegue questo ideale. Al contrario le nozioni di incer¬ 
tezza, di scelta, di rischio dominano le scienze umane, 
che si tratti di economia o di sociologia. 

È il modo di descrivere lo scorrere del tempo che 
distingue le due culture. Si potrebbe anche pensare di 
distinguerle attraverso la complessità del loro oggetto: 
la fisica si occuperebbe allora dei fenomeni detti semplici 
e le scienze umane dei fenomeni complessi. Ma al giorno 
d’oggi il divario tra fenomeni semplici e complessi va 
riducendosi. Sappiamo che le particelle cosiddette ele¬ 
mentari e i problemi della cosmologia corrispondono a 
fenomeni estremamente complessi, che oggi trovano 
ben poco riscontro con le idee che si avevano a riguardo 
ancora poche decine di anni fa. Invece è stato possibile 
stabilire modelli semplici che descrivessero, in modo sì 
schematico, ma altrettanto interessante, problemi con¬ 
siderati tradizionalmente complessi, come il funziona¬ 
mento del cervello o il comportamento delle società de¬ 
gli insetti. Quindi, attualmente, la distinzione basata 
sull’idea di complessità pare meno chiara di quanto non 
lo fosse in precedenza. 

Mi ritengo completamente d’accordo con sir Karl 
R. Popper quando afferma che il problema centrale alla 
base della dicotomia tra le due culture è il problema del 


tempo. Il tempo è la nostra dimensione esistenziale e 
fondamentale; è la base della creatività degli artisti, dei 
filosofi e degli scienziati. L’introduzione del tempo nel¬ 
lo schema concettuale della scienza classica ha signifi¬ 
cato un progresso immenso. Eppure esso ha impoverito 
la nozione di tempo, poiché non vi era fatta alcuna di¬ 
stinzione tra il passato e il futuro. Al contrario in tutti i 
fenomeni che percepiamo attorno a noi, che apparten¬ 
gano alla fisica macroscopica, alla chimica, alla biolo¬ 
gia oppure alle scienze umane, il futuro e il passato svol¬ 
gono ruoli differenti. Ovunque troviamo una «freccia 
del tempo». Pertanto si pone la domanda di come que¬ 
sta freccia possa emergere dal non-tempo. Il tempo che 
percepiamo è forse un’illusione? È questo interrogativo 
che porta al «paradosso» del tempo, che è il fulcro di 
questo mio lavoro. 

La storia del paradosso del tempo può essere sud¬ 
divisa in tre tappe. La presa di coscienza alla fine del¬ 
l’Ottocento, il suo improvviso riemergere negli ultimi 
decenni e la sua recentissima soluzione, l’argomento 
principale di cui mi occuperò qui, come già detto. È a 
questo proposito che le nozioni di instabilità e di caos 
hanno un ruolo essenziale. 

Io non ignoro la difficoltà di esporre tali questioni in 
un contesto così ristretto, dato che la soluzione del pa¬ 
radosso del tempo è legata a problemi matematici nuovi 
e appassionanti, ma difficili da descrivere senza un ap¬ 
propriato vocabolario. Ciò richiede quindi un simulta¬ 
neo sforzo tanto da parte dell’autore quanto del lettore. 

Ma ritorniamo dapprima alla posizione tradizionale. 
É possibile contrapporre «essere» e «divenire» come con¬ 
trapponiamo «verità» e «illusione»? Questa era, com’è 
ben noto, la posizione di Platone, ed è anche quella della 


fisica classica, la cui ambizione era quella di scoprire ciò 
che permane immutabile al di là dell’apparente cam¬ 
biamento. La nozione di evento era esclusa da tale de¬ 
scrizione, e per questo l’ambizione di sfociare in una 
fisica senza eventi ha sempre cozzato contro grandi dif¬ 
ficoltà. Già Lucrezio si è trovato costretto a introdurre 
la nozione di clinamen che perturba la caduta degli atomi 
nel vuoto così da consentire la comparsa di novità. Allo 
stesso modo, duemila anni dopo, in un famoso articolo 
di Einstein che descrive l’emissione spontanea di luce, 
leggiamo che il tempo di emissione dei fotoni è deter¬ 
minato dal caso. Ecco un parallelismo certamente im¬ 
previsto quando si pensa che Lucrezio ed Einstein sono 
separati dalla più grande rivoluzione nella storia delle 
nostre relazioni con la natura, cioè la nascita della scien¬ 
za moderna. 

La scienza moderna è dunque basata sulla nozione di 
‘leggi della natura’. Noi vi siamo talmente abituati che 
per noi è diventata qualcosa di simile a un truismo, ep¬ 
pure essa racchiude implicazioni molto profonde. Una 
di queste caratteristiche essenziali consiste precisamente 
nell’eliminazione del tempo. Io ho sempre pensato che 
in tutto ciò l’elemento teologico abbia giocato un ruolo 
importante. Per Dio tutto è dato; novità, scelta o azione 
spontanea dipendono dal nostro punto di vista umano, 
mentre agli occhi di Dio il presente contiene il futuro co¬ 
me il passato. In quest’ottica lo studioso grazie alla co¬ 
noscenza delle leggi della natura si avvicina progressi¬ 
vamente alla conoscenza divina. Certo, bisogna dire che 
questo programma ha avuto un successo straordinario, 
tanto che spesso è sembrato di essere arrivati a realizzar¬ 
lo completamente. 

La fisica classica si basava sullo studio della gravi- 
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tazione e deirelettromagnetismo; la fisica moderna vi 
ha aggiunto altri tipi di interazioni. Uno dei problemi 
all’interno del programma della fisica moderna è il pro¬ 
blema deH’unificazione delle interazioni. Spesso è stato 
manifestato il desiderio di scoprire un’unica legge a par¬ 
tire dalla quale fosse possibile derivare tutte le altre. Ta¬ 
le speranza era alla base dello studio di Einstein sulla 
teoria del campo unificato e costituisce ancora il tema 
centrale del recente libro di Stephen W. Hawking Dal 
big bang ai buchi neri, già citato nell’Introduzione. Eppu¬ 
re l’unificazione delle interazioni è ben lungi dall’essere 
il solo problema oggi ancora da risolvere; fin dall’Ot¬ 
tocento il sorgere di scienze basate su paradigmi diversi 
aveva aperto altre prospettive. La biologia darwiniana 
e la termodinamica sono scienze dell’evoluzione. La 
termodinamica è la scienza dell’era industriale, ma le 
conseguenti rapide trasformazioni dei nostri rapporti 
con la natura cominciavano a diventare motivo di pro¬ 
fonda ansia. Infatti il pericolo che minacciava l’umani¬ 
tà era l’esaurimento delle risorse naturali: sembrava 
quasi che l’universo fosse condannato a evolversi in di¬ 
rezione della morte termica. 

Dopo Darwin la biologia è l’espressione di un para¬ 
digma evoluzionistico, ma il darwinismo insisteva sulla 
comparsa di novità, nuove specie, nuovi modi d’adat¬ 
tamento e nuove nicchie ecologiche, mentre la visione 
termodinamica parlava solo di livellamento e di morte 
termica. L’universo avrebbe iniziato a formarsi a un 
livello d’entropia molto basso, corrispondente a un «or¬ 
dine» iniziale, per arrivare, dopo un periodo sufficien¬ 
temente lungo, alla morte termica. 

Ma in che cosa consisteva l’ordine iniziale? E vero 
che l’unico fattore prevedibile dell’universo è la sua 


morte? Torneremo ancora su tali quesiti, che rappre¬ 
sentano il nucleo della cosmologia attuale. Comunque 
sia, l’emergere dei paradigmi evolutivi ha contribuito a 
riportare il paradosso del tempo nel dominio della scien¬ 
za, poiché da una parte nella scienza newtoniana non 
esisteva una freccia del tempo e dall’altra il concetto di 
irreversibilità è essenziale sia per la termodinamica sia 
per la biologia. 
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Capitolo secondo 


Il primo scienziato che affrontò il paradosso del tempo fu 
il fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906), il 
quale nel 1872 tentò di dare una giustificazione dinami¬ 
ca «microscopica» alla freccia del tempo della termodi¬ 
namica. Ma i suoi studi si scontrarono con aspre criti¬ 
che, nelle quali gli si rimproverava una mancanza di lo¬ 
gica. Il grande matematico Jules-Henri Poincaré (1854- 
1912) arrivò a scrivere che non poteva raccomandare la 
lettura di Boltzmann, dal momento che non poteva rac¬ 
comandare la lettura di testi le cui conclusioni erano in 
contraddizione con le premesse. Infatti sembrava evi¬ 
dente che non si potesse dedurre una freccia del tempo 
dalla fisica classica, di per sé basata sull’equivalenza tra 
passato e futuro. Queste critiche portarono Boltzmann a 
ritrattare le proprie posizioni per associare l’entropia al 
«disordine». Lo schema di Boltzmann è molto conosciu¬ 
to. Consideriamo due scatole collegate tramite un con¬ 
dotto. 

Mettiamo molte particelle in una di queste scatole e 
poche nell’altra; con il passare del tempo ci aspettiamo 
un progressivo livellamento del numero delle particelle: 
ecco in cosa consisterebbe l’irreversibilità. Ma, benin- 
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teso, se si trattasse esclusivamente di questo, sarebbe ef¬ 
fettivamente un’illusione, poiché se aspettiamo ancora 
può darsi che le particelle si concentrino nuovamente 
nello stesso recipiente. In tal caso l’irreversibilità sareb¬ 
be semplicemente dovuta ai limiti della nostra pazienza. 
Questo è precisamente l’esempio che Feynman utilizza 
per giustificare la reversibilità delle leggi fondamentali 
della fisica’*. 

Tale eliminazione della freccia del tempo venne ac¬ 
cettata con entusiasmo da grandissimi fisici. Einstein ha 
scritto che il tempo come irreversibilità è solo «illusione» 
e questa è la conclusione che autori molto famosi come 
Feynman o Hawking hanno formulato nelle loro opere 
succitate. Eppure, come già abbiamo scritto altrove: 


È meglio sottolineare subito il carattere quasi inconcepi¬ 
bile di questa idea di reversibilità dinamica. Il problema del 
tempo — di ciò che il suo flusso conserva, crea, distrugge — 
è stato sempre al centro delle preoccupazioni umane. Molte 
forme di speculazione hanno chiamato in causa l’idea di no¬ 
vità e affermato l’inesorabile concatenazione di cause ed ef¬ 
fetti. Molte forme di sapere mistico hanno negato la realtà di 
questo mondo mutevole e incerto, e hanno definito l’ideale di 
un’esistenza che permetta di sfuggire al dolore della vita. Co¬ 
nosciamo d’altra parte l’importanza che aveva nell’antichità 
l’idea di un tempo circolare, che ritorna periodicamente alle 
sue origini. Ma lo stesso eterno ritorno è segnato dalla freccia 
del tempo, come il ritmo delle stagioni o quello delle genera¬ 
zioni umane. Nessuna speculazione, nessun sapere ha mai 
affermato l’equivalenza tra quel che si fa e quel che si disfa, 
tra una pianta che cresce, fiorisce e muore, e una pianta che 
rinasce, ringiovanisce e ritorna al suo seme primitivo, tra un 
uomo che matura e impara e un uomo che diventa progres¬ 
sivamente fanciullo, poi embrione, poi cellula. Tuttavia, fin 
dalla sua origine, la dinamica, la teoria fisica che si identifica 
con il trionfo stesso della scienza, implicava questa negazione 
radicale del tempo. Ecco quel che rivelò l’insuccesso di Boltz¬ 
mann e che, prima di lui, nessuno dei pensatori che, come 
Leibniz o Kant, avevano fatto della scienza del moto il mo¬ 
dello conoscitivo del mondo, aveva osato riconoscere^. 

Nell’apprezzare il paradosso del tempo, non bisogna 
dimenticare che i fisici fin dall’inizio avevano fatto una 
scelta specifica relativa all’oggetto del loro studio. Poin¬ 
caré nell’opera Scienza e metodo^ insiste sul fatto che il fi¬ 
sico deve scegliere fenomeni ripetibili, in modo da poter 
stabilire delle leggi generali. Attualmente forse non con¬ 
corderemmo più completamente con Poincaré, poiché 
quel che ci interessa oggi non è necessariamente quel che 
possiamo prevedere con certezza. Popper usa una bel- 
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lissima espressione, parla di orologi e nuvole**. La fisica 
classica s’interessava prima di tutto di orologi, la fisica 
moderna soprattutto di nuvole. Ma il punto importante 
è che oggi possiamo cominciare a sconfinare dal quadro 
specifico che corrispondeva alla nascita della scienza 
classica. Possiamo ammirare la semplicità del moto pla¬ 
netario, la precisione associata agli orologi, ma possia¬ 
mo anche riconoscerne il carattere particolare, quasi 
unico. È tale trasformazione del nostro punto di vista a 
rappresentare uno degli argomenti di queste pagine. Il 
mio parere è che stiarno vivendo un momento privile¬ 
giato : la fisica è giunta ad un punto di transizione, si apre 
a un mondo di nuovi interrogativi e allo stesso tempo a 
una migliore comprensione della propria storia. 

Adesso vorrei passare a occuparmi di come il pro¬ 
blema del tempo sia tornato alla ribalta dell’interesse di 
molti studiosi negli ultimi decenni. Questa ricomparsa 
coincide curiosamente anche con un momento partico¬ 
lare della storia sociale e politica. In qualche modo per¬ 
cepiamo lo scorrere del tempo. Che siano gli eventi a 
suggerire una nuova visione dell’Europa occidentale 
oppure gli avvenimenti all’Est, sentiamo che siamo din¬ 
nanzi a una «biforcazione» a cui non si applica il con¬ 
cetto della legge classica della natura; ci riesce più dif¬ 
ficile accettare che la nozione di evento non sia altro che 
un’illusione. Eppure era questo il concetto base della 
fisica classica, concetto così profondamente radicato in 
noi che si finiva con il considerare ogni ‘evento’ quasi 
come qualcosa di antiscientifico. 

Quali sono i grandi eventi della storia del mondo? 
Certamente la nascita dell’universo o della vita. A tal 
proposito esiste un arguto racconto di Asimov, intito¬ 
lato L’ultima domanda?. Saremo in grado un giorno di 


vincere il secondo principio della termodinamica? Ecco 
la domanda che un popolo, di generazione in genera¬ 
zione, di civiltà in civiltà pone a un gigantesco compu¬ 
ter, che però si limita a replicare costantemente «Dati 
insufficienti per una risposta significativa». Passano mi¬ 
liardi di anni, le stelle e le galassie muoiono ma il com¬ 
puter collegato direttamente allo spazio-tempo conti¬ 
nua a ricevere dati e a calcolare. Alla fine l’universo è 
morto, ma il computer ottiene la sua risposta. Adesso sa 
come vincere il secondo principio ed è in questo istante 
che nasce il nuovo mondo. 

Il riemergere del paradosso del tempo è dovuto es¬ 
senzialmente a due tipi di scoperte. Il primo consiste 
nella scoperta delle strutture di non-equilibrio, dette an¬ 
che «dissipative». Questa nuova fisica del non-equili¬ 
brio è stata oggetto di numerose esposizioni®, perciò sa¬ 
rò molto breve. Ricordiamo solo che oggi sappiamo che 
la materia si comporta in maniera radicalmente diversa 
in condizioni di non-equilibrio, quando cioè i fenomeni 
irreversibili svolgono un ruolo fondamentale. Uno de¬ 
gli aspetti più spettacolari di questo nuovo comporta¬ 
mento è la formazione di strutture di non-equilibrio che 
esistono solo finché il sistema dissipa energia e resta in 
interazione con il mondo esterno. Ecco un evidente con¬ 
trasto con le strutture d’equilibrio, come ad esempio i 
cristalli, che una volta formati possono rimanere isolati 
e sono strutture «morte» che non dissipano energia. 

L’esempio più semplice di strutture dissipative che 
si può evocare per analogia è la città. Una città è diffe¬ 
rente dalla campagna che la circonda; le radici di tale 
individualizzazione risiedono nelle relazioni che essa in¬ 
trattiene con la campagna attigua: se queste venissero 
soppresse, la città scomparirebbe. 


Le due branche della scienza che studiano maggior¬ 
mente le strutture dissipative sono l’idrodinamica e la 
cinetica chimica. D’altronde recentemente a questi ra¬ 
mi è venuta ad aggiungersi l’ottica dei laser. 

Un esempio molto noto in idrodinamica è l’instabi¬ 
lità di Bénard. Quest’esperimento consiste nell’impor- 
re un gradiente verticale di temperatura a uno strato 
orizzontale di fluido, fin quando la differenza di tem¬ 
peratura tra superficie inferiore e superficie superiore 
dello strato non sia abbastanza grande; a questo punto 
nel liquido si formano dei gorghi, in cui miliardi di par¬ 
ticelle si rincorrono vorticosamente, creando strutture 
caratteristiche di forma esagonale. Così il non-equili- 
brio crea molte correlazioni «a lunga portata». Desidero 
far notare che la materia in situazione d’equilibrio è cie¬ 
ca, ogni molecola vede solo le molecole più vicine che la 
circondano. Invece il non-equilibrio porta la materia «a 
vedere»; ecco allora che sorge una nuova coerenza. La 
varietà delle strutture di non-equilibrio che si scopre 
progressivamente è motivo di continuo stupore: esse 
mostrano il ruolo creatore fondamentale dei fenomeni 
irreversibili, quindi anche della freccia del tempo. 

Prendiamo un recipiente con materia al suo interno e 
«isoliamolo» dal mondo. Questo sistema sta per raggiun¬ 
gere l’equilibrio. Ora, però, se osserviamole molecole al 
microscopio, vedremo un movimento disordinato e in¬ 
cessante: si tratta del «caos molecolare» (che bisogna di¬ 
stinguere dal «caos dinamico», su cui torneremo). Ades¬ 
so se apriamo il sistema e vi facciamo penetrare flussi 
d’energia e di materia, la situazione cambia radicalmen¬ 
te. Da un lato, a livello microscopico, si verificano feno¬ 
meni irreversibili, flussi di calore, reazioni chimiche che 
portano a nuove strutture spaziotemporali impossibili 
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da realizzare in situazione di equilibrio; dall’altro lato, 
il caos molecolare si organizza infrangendo simmetria 
temporale e simmetrie spaziali. 

Diamo due esempi di «strutture dissipative». Comin¬ 
ciamo con gli oscillatori chimici. Per semplificare, rap¬ 
presentiamo il sistema come formato da molecole x ey di 
colori «differenti». L’immagine intuitiva che ci facciamo 
delle collisioni è che esse corrispondano a scontri casuali: 
pertanto dovremmo aspettarci di trovare flash di blu as¬ 
sociati ad X oppure di rosso associati ay. Invece osser¬ 
viamo un’alternanza periodica dei colori rosso e blu. 

Oggi conosciamo un gran numero di simili oscillatori 
chimici. La soluzione oscillante, ben lontana dall’equi¬ 
librio, compare a partire da un punto di «biforcazione». 
I punti di biforcazione corrispondono al diagramma 
rappresentato nella figura 2. 
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Dai punti di biforcazione emergono diverse soluzio¬ 
ni, la scelta tra le quali è data da un processo probabi¬ 
listico. Ripetendo l’esperimento, in situazioni ideali, 
avremo il 2,50% dei sistemi che andrebbero sul ramo 
(bj) della figura e il 50% sul ramo (b 2 ). Beninteso, in 
generale, in conseguenza della prima nascono altre bi¬ 
forcazioni. Quindi l’evoluzione avviene così tramite 
una successione di stadi descritti dalle leggi determini¬ 
stiche e probabilistiche. Persino a livello macroscopico, 
probabilità e determinismo non si contrappongono ma 
si completano. L’esistenza di biforcazioni conferisce un 
carattere storico all’evoluzione di un sistema: la storia 
s’introduce quindi fin dai sistemi più semplici della chi¬ 
mica e dell’idrodinamica. 

Una notevole proprietà di queste biforcazioni è la 
loro sensibilità, il fatto cioè che piccole variazioni nei 
casi dei sistemi conducano alla scelta preferenziale di 
un ramo piuttosto che di un altro — perciò basta rom¬ 
pere la simmetria. La figura 3(a) rappresenta la bifor¬ 
cazione ideale, mentre la figura 3(b) una biforcazione 
incompleta dovuta alla presenza di un campo che rom¬ 
pe la simmetria tra i due rami. 

Vorrei indicare un caso recente particolarmente e- 
semplificativo dei meccanismi di tale rottura di simme¬ 
tria. Mi riferisco ad un recente studio di Kondepudi e dei 
suoi collaboratori intitolato Chiral Symmetry Breaking in 
Sodium Chiarate Crystallization^. Le molecole di clorato di 
sodio NaG 103 , a differenza dei cristalli di NaC 103 , sono 
otticamente inattive, cioè non fanno ruotare il piano di 
polarizzazione della luce. Esistono quindi due forme: 
una forma destrogira e una forma levogira. Se si raffred¬ 
da una soluzione di NaC 103 si forma lo stesso numero di 
cristalli levogiri o destrogiri, a parte alcune fluttuazioni 
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statistiche. Supponiamo di mettere nella soluzione in 
corso di raffreddamento uno strumento che agitandola 
la rimescoli completamente. In tal caso constateremmo 
che le molecole portano a cristalli tutti levogiri o tutti 
destrogiri: com’è possibile? La scelta tra un cristallo de¬ 
strogiro o levogiro può essere considerata alla stregua di 
una biforcazione. Nell’ambiente a riposo queste bifor¬ 
cazioni sono indipendenti: la metà si comporta in un 
modo e l’altra metà in un altro. In un sistema agitato la 
prima biforcazione dà vita a una forma o destrogira o 
levogira. A causa dell’agitazione i germi dei primi cri¬ 
stalli si diffondono nell’ambiente. NPertanto troverem¬ 
mo o unicamente cristalli levogiri o linicamente cristalli 
destrogiri. Il campo che rompe la simmetria del sistema 
della figura 3 qui è prodotto dall’agitazione. 

È divertente ricordare in questo contesto l’impor¬ 
tanza che Pasteur attribuiva alla simmetria molecolare. 
Per questi la differenza tra i cristalli levogiri o destrogiri 
era essenziale per capire il fenomeno della vita. Pasteur 
non ha forse scritto: «la vita così come si manifesta ai 
nostri occhi è una funzione dell’asimmetria dell’univer¬ 
so e una sua conseguenza diretta»? L’universo è dissim¬ 
metrico. Attualmente siamo in grado di comprendere 
meglio tale affermazione poiché la rottura di simme¬ 
tria, alla quale Pasteur fa allusione, è legata al non¬ 
equilibrio, all’irreversibilità. Quanto a quest’ultima, ci 
appare di per sé come una conseguenza dell’instabilità 
inerente alle leggi dinamiche della materia. 

Adesso passiamo a un’altra manifestazione spetta¬ 
colare della rottura di simmetria introdotta dalla freccia 
del tempo. Si tratta della formazione delle strutture sta-' 
zionarie di non-equilibrio. La formazione di tali strut¬ 
ture era stata predetta da Turing in un suo fondamen- 



(a) (b) (c) 

Fio. 4. Strutture di Turing. 

tale studio del 1952'° e approfondita dal nostro gruppo 
negli anni Sessanta"; tuttavia a livello sperimentale es¬ 
se sono state osservate solo l’anno scorso nei laboratori 
di Bordeaux'^ e di Austin'^ nel Texas (Fig. 4). La diffi¬ 
coltà sperimentale maggiore è stata quella di evitare le 
correnti di convezione che le distruggono. Dal punto di 
vista teorico ciò che forse è più importante nell’osser¬ 
vazione di queste strutture è che così possiamo verifi¬ 
care la comparsa di dimensioni intrinseche dovute ai fe¬ 
nomeni irreversibili. Essenzialmente, la distanza tra le 
«maglie» di queste strutture è determinata dal rapporto 

in cui D è un coefficiente di diffusione e k l’in¬ 
verso di un tempo legato alla rapidità di reazione chimi¬ 
ca. Vediamo quindi comparire tutta una nuova cristal¬ 
lografia di non-equilibrio. 

I precedenti esempi si riferiscono alla formazione di 
strutture. Ma i processi di non-equilibrio potevano an¬ 
che dare vita a segnali non periodici, più irregolari. Si 
parla allora di «caos dissipativo temporale» o caos spa¬ 
zio-temporale (vedi Fig. 5). 
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Caos spazio-temporale 


Insistiamo sul fatto che, dal punto di vista molecola¬ 
re, si tratta sempre di fenomeni collettivi che mettono in 
gioco miliardi e miliardi di molecole. L’irreversibilità 
porta a nuovi fenomeni di ordine. Quel che bisogna an¬ 
che ricordare è che, già a livello macroscopico, assistia¬ 
mo a una miscela di determinismo e probabilità. In uno 
dei suoi ultimi studi Einstein'''^ ritornò sul ruolo delle 
probabilità in fisica: secondo lui sarebbe rimasto deluso 
chi pensava che il carattere statistico della meccanica 
quantistica stesse per distruggere il determinismo a li¬ 
vello «macroscopico», che è quello che ci tocca diretta- 
mente. Comunque le considerazioni statistiche della 
meccanica quantistica si applicano solo a livello macro¬ 
scopico. Ecco uno dei punti interessanti dello studio sui 
punti di biforcazione che ho appena menzionato. Questi 
dimostrano che persino a livello macroscopico la nostra 
predizione del futuro mescola insieme determinismo e 
probabilità. Nel punto della biforcazione la predizione 
ha carattere probabilistico, mentre tra punti di biforca¬ 
zione possiamo parlare di leggi deterministiche. 

Tutti questi esempi ci mostrano che la freccia del 
tempo hall ruolo di creare strutture. Possiamo parlare di 
«sistema» solo nelle situazioni di non-equilibrio. Senza 
le correlazioni a lunga portata dovute al non-equilibrio 
non ci sarebbe vita, né, a maggior ragione, cervello. 

Ecco spiegato il motivo per cui i fenomeni di non¬ 
equilibrio ripresentano con particolare evidenza il para¬ 
dosso del tempo, che mette in luce, prima di tutto, il ruo¬ 
lo «costruttivo» del tempo. I fenomeni irreversibili non si 
riducono a un aumento di «disordine», come si pensava 
un tempo, ma al contrario hanno un ruolo costruttivo 
importantissimo. Ma questo non obbliga a rivedere le 
nostre idee sui fondamenti dinamici dei fenomeni irre- 
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versibili. Nell’immagine classica l’irreversibilità era do¬ 
vuta alle nostre approssimazioni e alla nostra ignoranza. 
In questo modo eravamo noi a introdurre l’irreversibi¬ 
lità in una natura che di per sé è reversibile nel tempo e 
deterministica. Un modo più sofisticato di esprimere la 
medesima idea era quello di parlare di «grana grossa» 
{coarse graining). Oltre ai risultati della dinamica doveva¬ 
mo tener conto di ciò che nel mondo macroscopico po¬ 
tevamo derivare solo dalle «grandezze medie». Questa 
immagine della «grana grossa» è quindi un’altra forma 
di esprimere l’idea che è la nostra ignoranza a portare 
all’irreversibilità. Al limite si potevano sostenere simili 
idee a proposito di manifestazioni molto semplici e di 
fenomeni irreversibili, come viscosità o diffusione, ma 
diventa impossibile farlo dinnanzi agli oscillatori chimi¬ 
ci oppure alle strutture di Turing, altrimenti si cadrebbe 
nell’assurdo: bisognerebbe attribuire l’intero funziona¬ 
mento della vita alla nostra ignoranza, oppure rigettarla 
in ciò che è solamente fenomenologico. 

La vita sarebbe «meno fondamentale» della non-vi- 
ta? È già molto che, come vedremo nel seguito di questa 
esposizione, oggi siamo in grado di collegare l’irreversi¬ 
bilità non più alla nostra ignoranza, ma alla struttura 
fondamentale delle leggi della dinamica classica o quan¬ 
tistica formulate per i sistemi instabili o caotici. Feyn¬ 
man descrive bene l’immagine classica del mondo, 
quando, nel suo libro La legge fisica, paragona la natura a 
un’immensa partita di scacchi: ogni movimento preso 
isolatamente sarebbe semplice e la complessità, proprio 
come l’irreversibilità, risulterebbe semplicemente dai 
numerosi elementi del gioco. Ma oggi è difficile accetta¬ 
re quest’immagine, poiché già a livello elementare, co¬ 
me vedremo, compare il problema dell’instabilità. 


Un altro modo di provare a eliminare l’irreversibi¬ 
lità è quello di richiamarsi al principio antropico. E quel 
che fa Stephen Hawking nel suo libro già citato. Dal big 
bang ai buchi neri, in cui scrive: «Una freccia del tempo 
termodinamica forte è [...] necessaria per l’operare del¬ 
la vita intelligente», e aggiunge poco più avanti: «Per 
compendiare, le leggi della scienza non distinguono fra 
le direzioni del tempo in avanti e all’indietro»^^. Ma 
come conciliare queste due affermazioni? Se affinché la 
vita intelligente possa sbocciare è necessaria una forte 
freccia termodinamica, bisogna che questa abbia una 
contropartita nella nostra descrizione dell’universo; de¬ 
ve quindi essere reale quanto un qualsiasi altro feno¬ 
meno fisico. Dal momento che le leggi della dinamica 
tradizionale, che sia dinamica classica, quantistica o re¬ 
lativistica, non contengono la direzione del tempo, di¬ 
venta quindi necessario tentare di riformularle. È vero 
che l’introduzione dell’irreversibilità ci costringe a ri¬ 
formularle, ma è pur vero che si tratta evidentemente di 
un’impresa assai ambiziosa. Mi ricordo una domanda 
che Heisenberg amava porre: «Qual è la differenza tra 
un pittore e un fisico teorico?», e la risposta che gli pia¬ 
ceva dare era che il pittore astratto voleva essere il più 
originale possibile, mentre un fisico teorico deve esser¬ 
lo il «meno» possibile. Io accetto questa conclusione di 
Heisenberg e se penso che bisogna riformulare le leggi 
della dinamica, è perché non vedo come altrimenti si po¬ 
trebbe far rientrare il tempo nella descrizione fisica del 
mondo. Ora, quest’introduzione del tempo al livello 
fondamentale di descrizione diventa una necessità ine¬ 
luttabile, dopo quel che abbiamo appreso negli ultimi 
decenni circa il ruolo costruttivo dell’irreversibilità. 

Prima abbiamo detto che il riemergere del parados- 
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so del tempo era dovuto a due sviluppi entrambi inat¬ 
tesi. Il primo è la scoperta delle strutture di non-equi- 
librio e il secondo è legato alla nuova evoluzione della 
dinamica classica, che ben testimonia il carattere im¬ 
prevedibile dello sviluppo della scienza. Tutti si aspet¬ 
tavano nuovi sviluppi nell’ambito della meccanica 
quantistica o della relatività, ma che la dinamica clas¬ 
sica, la più antica delle scienze, dopo tre secoli si tra¬ 
sformasse così profondamente è un evento forse unico 
nella storia delle scienze. 


Capitolo terzo 


Ora rivolgeremo la nostra attenzione al mondo micro¬ 
scopico, ossia a quello della dinamica. Ho già descritto 
la battaglia che Boltzmann ha condotto per introdur¬ 
re il secondo principio della termodinamica nella fisica 
classica. Egli era stato costretto a concludere che l’ir¬ 
reversibilità postulata dalla termodinamica era incom¬ 
patibile con le leggi reversibili della dinamica. Le sue 
conclusioni sembravano confermate dal fatto che in re¬ 
latività e in meccanica quantistica il punto di vista è ri¬ 
masto lo stesso. Le leggi quantistiche o relativistiche di 
base restano reversibili rispetto al tempo, proprio come 
nella dinamica classica. Ma negli ultimi anni si è ve¬ 
rificato un drammatico cambiamento. Un esempio di 
questo nuovo punto di vista emergente è la dichiarazio¬ 
ne solenne che sir James Lighthill fece nel 1986 in veste 
di presidente dell’Union internationale de mécanique 
pure et appliquée. Lighthill si espresse con le seguenti 
parole: 

A questo punto mi devo fermare e parlare in nome della 
grande fratellanza che unisce gli esperti della meccanica. Og¬ 
gi siamo pienamente coscienti di quanto l’entusiasmo che i 
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nostri predecessori nutrivano per il meraviglioso successo del¬ 
la meccanica newtoniana li abbia portati ad operare genera¬ 
lizzazioni, nel campo della predicibilità [...], che ormai sap¬ 
piamo essere false. Noi tutti desideriamo, perciò, presentare 
le nostre scuse per aver indotto in errore il nostro colto pub¬ 
blico, diffondendo, a proposito del determinismo dei sistemi 
che aderiscono alle leggi newtoniane del moto, idee che dopo 
il 1960 si sono rivelate inesatte'®. 

Ecco una dichiarazione che indubbiamente si può 
qualificare eccezionale. Gli storici della scienza sono 
abituati a rivoluzioni in cui una teoria viene smentita e 

V 

l’altra è indotta a trionfare. E anche vero che ognuno di 
noi può commettere degli errori e poi deve scusarsi di 
averli commessi, ma è del tutto eccezionale sentire degli 
esperti riconoscere che per tre secoli si sono sbagliati su 
un punto essenziale del loro campo di ricerca. 

Il rinnovamento della dinamica, la scienza occiden¬ 
tale più antica, è un fenomeno unico nella storia delle 
scienze. Per molto tempo il determinismo è stato il sim¬ 
bolo stesso dell’intelligibilità scientifica, mentre oggi 
non è altro che una proprietà valida solo in casi limite, 
cioè precisamente nei sistemi dinamici stabili. Pertanto 
la nozione di probabilità che Boltzmann aveva intro¬ 
dotto per poter esprimere la freccia del tempo non cor¬ 
risponde più alla nostra ignoranza e acquista un signi¬ 
ficato obiettivo. 

Il motivo della dichiarazione di sir James Lighthill 
consiste di preciso nella scoperta dei sistemi dinamici 
caotici. Il fatto che taluni sistemi possano divenire cao¬ 
tici non è una novità: l’esempio classico è rappresentato 
dalla transizione tra moto laminare e turbolento. Ma 
un liquido è un sistema complesso che corrisponde a 
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un’enorme popolazione di particelle in interazione. Si 
tratta di un sistema talmente complesso che non possia¬ 
mo sperare di descrivere in termini di traiettorie indivi¬ 
duali. Quindi i fisici potevano pensare di dover proce¬ 
dere per approssimazioni e ancora una volta il caos e 
l’irreversibilità potevano risultare da queste. Ma la no¬ 
vità è che attualmente disponiamo di sistemi caotici mol¬ 
to semplici e di conseguenza non possiamo più nascon¬ 
derci dietro lo schermo della complessità. L’instabilità e 
l’irreversibilità diventano parte integrante della descri¬ 
zione già a livello fondamentale. 

Prendiamo dapprima un esempio semplicissimo: lo 
«spostamento di Bernoulli». Si tratta di un’iterazione 
molto facile. Scegliete un qualsiasi numero x, compreso 
tra Gel. Moltiplicatelo per 2 a intervalli regolari, per 
esempio ogni secondo e sottraete la parte che supera l’u¬ 
nità. Così otteniamo x„ i = 2xn (mod 1). Questa è nota 
come «equazione del moto». E facile immaginare simili 
successioni di numeri (per es. 0,13; 0,26; 0,52; 0,04; 
0,08...). I numeri successivi crescono fino a superare 
l’unità, poi tornano a far parte dell’intervallo 0-1 (vedi 
Fig. 6a). Per capire meglio, può essere utile rappresen¬ 
tare il numero x col sistema binario, cioè scrivere: 

u_i u _2 u 3 


dove Uj, U 2 ,... sono numeri uguali a 0 o 1. Lo «sposta¬ 
mento» Xj, ^ j = 2x„ corrisponde allora allo spostamento 
u'jj = u„.i (mod 1). Tutti i numeri u^ sono spostati verso 
sinistra. Consideriamo ora due numeri che differiscono 
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di pochissimo, per esempio, a partire dai numeri 


U-40 

240 


e 


I 


vedremo che in 40 spostamenti la differenza sarà di ^! 

\ 

E in questo che consiste la «sensibilità alle condizioni 
iniziali», poiché il minimo errore sulla condizione ini¬ 
ziale (8x)o porta a un’amplificazione esponenziale. Cau¬ 
se piccole quanto si vuole, ma in grado di avere conse¬ 
guenze essenziali sul comportamento del sistema. Lo 
scarto tra due numeri vicini aumenta esponenzialmen¬ 
te, o ancora secondo questa legge, la distanza tra «due 
traiettorie» aumenta esponenzialmente con il tempo 
(8x)„ = (8x)o expXn. Il coefficiente X è chiamato «coeffi¬ 
ciente di Ljapunov» e 1/X è il tempo di Ljapunov. I si¬ 
stemi che presentano una tale divergenza esponenziale 
sono per definizione «sistemi caotici», che possiedono 
una scala intrinseca di tempi definita dal tempo di Lja¬ 
punov 1/X. Dopo una lunga evoluzione rispetto al tempo 
di Ljapunov si perde la memoria dello stato iniziale. Che 
fare in questa situazione? A questo punto la nozione di 
traiettoria, che è lo strumento fondamentale della dina- 


Fig. 6 (a fronte). Il diagramma di Bernoulli e le trasformazioni 
diadiche. 

(a) Il diagramma di Bernoulli 

(b) Con una densità iniziale f(x) = 2x, x6 [0,1], le applicazioni 
successive dell’operatore di Perron-Frobenius corrispondente al¬ 
la trasformazione diadica risultano in densità che si avvicinano a 
f = l,xe [0,1], 

(c) Una traiettoria calcolata dalla trasformazione diadica con 
x° = 0,0005. Confronta l’irregolarità di tale traiettoria con il lento 
avvicinarsi della densità in (b) ad un limite. 

[Le figure bec sono tratte da A. Lasota e M. Mackey, Probabilistic 
Properties of Deterministic Systems, Cambridge University Press, Cam¬ 
bridge 1985]. 
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Fig. 7. Descrizione statistica. 


mica classica, diventa un’idealizzazione inadeguata 
poiché le traiettorie ci sfuggono dopo tempi lunghi ri¬ 
spetto a lA. Lo spostamento di Bernoulli è il prototipo 
del caos dinamico. Pertanto bisogna rivolgersi a un ap¬ 
proccio statistico a base probabilistica. Ecco un punto 
essenziale, poiché abbandonando le traiettorie lasciamo 
le tranquille certezze della dinamica classica. Infatti è 
quello che Boltzmann aveva già proposto circa un se¬ 
colo fa, ma adesso l’introduzione delle probabilità cor¬ 
risponde a una obiettiva necessità legata all’instabilità. 

Introduciamo quindi una funzione di distribuzio¬ 
ne statistica p (x, t) (Fig. 7) che dà la probabilità di rea¬ 
lizzare il numero x nel tempo t (o dopo n iterazioni). La 
descrizione statistica corrisponde a una generalizza¬ 
zione nel concetto di traiettoria, che ritroviamo quan¬ 
do prendiamo una distribuzione 8 (x — Xq). La funzione 
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8 (x —Xq) è una funzione «singolare», perchè è diversa 
da zero per x = Xq e nulla per ogni altro valore. Allora 
sappiamo che esiste una traiettoria nel punto Xq. Do¬ 
vremo ancora ritornare sul ruolo delle distribuzioni in 
quanto funzioni singolari. 

Che possiamo dire dell’evoluzione della funzione di 
distribuzione p nel tempo? Un importante teorema (ve¬ 
di per es. Schuster'^) è che, nel caso dello spostamento 
di Bernoulli, la distribuzione tenderà all’uniformità nel¬ 
l’intervallo tra Gel (in termini tecnici, significa che lo 
spostamento di Bernoulli è «miscelato», vedi Appendi¬ 
ce). Ma vorremmo andare oltre e analizzare quantita¬ 
tivamente quest’evoluzione della distribuzione iniziale 
verso la distribuzione raggiunta asintoticamente con il 
tempo. In termini formali possiamo scrivere: 

Pn+l (X) = U p„ (X) 

dove p„ ^ i(x) è la distribuzione statistica dopo n + 1 spo¬ 
stamenti e pn(x) quella dopo n spostamenti. L’operatore 
U trasforma dunque p^ in Pn 4 . i - Esso è noto come «ope¬ 
ratore di Perron-Frobenius». 

Adesso la fisica delle traiettorie si trasforma in fisica 
delle funzioni di distribuzione. Le leggi del moto — nel 
caso di Bernoulli si tratta semplicemente della ricorren¬ 
za x„ ^ j = 2Xjj (mod 1) — diventano le leggi dell’evolu¬ 
zione di p per effetto dell’operatore di evoluzione U. 

Nel caso di Bernoulli possiamo dare la forma espli¬ 
cita di questo operatore. Qui diamo solo i risultati; il 
lettore eventualmente interessato ai calcoli li troverà 
nell’Appendice. Risulta: 

Pn+l(^) ~ 2 ^ 2 ) ^ 2 
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È facile verificare che se è una costante, lo sarà anche 
Cn+ 1 (resta valida la distribuzione uniforme). Lo stes- 

1 X . 

so dicasi se Cjj(x) = x, p„ + i(x) 4 + 2 ^ ^ successivi 

spostamenti si avvicinano a p di una costante. 

Dobbiamo quindi procedere all’analisi dell’operato¬ 
re U. Come abbiamo già detto, al problema del calco¬ 
lo delle traiettorie si sostituisce quello dell’analisi del¬ 
le proprietà dell’operatore di evoluzione C/. È a questo 
punto che entra in gioco l’innovazione apportata dal 
nostro metodo. Che l’instabilità porti all’introduzione 
di probabilità è un fatto che non ha nulla di sorpren¬ 
dente, ed è già stato sottolineato da numerosi autori'®; 
ma per noi la necessità di sviluppare la matematica in 
maniera da consentire l’analisi dell’operatore U, che 
descrive l’evoluzione delle probabilità, non è che il pun¬ 
to di partenza. E in questo preciso momento che si pone 
il problema essenziale: come si stabilisce a questo livello 
la rottura della simmetria temporale (Fig. 8)? Quando 
parliamo di riformulazione delle leggi della natura, è 
proprio in termini di proprietà dell’operatore di evolu¬ 
zione. Come già affermato nell’Introduzione, questa 
esposizione richiede un minimo di precisione, poiché si 
propone di introdurre il lettore in settori della matema¬ 
tica che si è iniziato a esplorare soltanto negli ultimis¬ 
simi tempi. 

Ecco dove risiede la peculiarità storica. Le leggi del¬ 
la natura nella scienza occidentale si scrivono in termini 
matematici, e gli sviluppi della fisica teorica e della ma¬ 
tematica sono sempre andati di pari passo: questo è ve¬ 
ro per la dinamica classica, la meccanica quantistica, la 
relatività ed è ancora vero in questo caso. 

Il problema di descrivere l’evoluzione di un sistema 
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Fig. 8. Traiettorie. 


dinamico senza fare ricorso a traiettorie si è già posto in 
meccanica quantistica, così come lo studio dell’opera¬ 
tore di evoluzione U ne ricorda i problemi fondamentali 
molto da vicino. 

Torneremo ancora sulla meccanica quantistica nel 
prosieguo di questa esposizione. Per adesso menzionia¬ 
mo solo che la grandezza fondamentale jv è la funzione 
d’onda ^(x, t) che obbedisce all’equazione di Schròdin- 

ger; si tratta di un’equazione di forma i-^ = HT la 

quale esprime che la variazione temporale della funzio¬ 
ne d’onda T* è data dall’effetto dell’operatore H su T. 
L’operatore H si riduce nel caso classico air«hamilto- 
niana», cioè all’energia del sistema espresso in termini di 
variabili meccaniche coordinate e quantità di moto; 





quindi viene chiamato anche «operatore hamiltoniano» 
(esso agisce su Y. Riprenderò più avanti nel testo l’e¬ 
quazione della meccanica quantistica). Grazie a questa 
equazione possiamo ricavare il valore dell’ampiezza T 
in funzione di t nell’istante tg. La soluzione dell’equa¬ 
zione è: 

'F(t) = e-’»(^-^''>'F(to) = to) 

U qui è l’operatore di evoluzione della meccanica quan¬ 
tistica; è evidente l’analogia con l’operatore di Perron- 
Frobenius. 

Ma vi sono anche alcune differenze: la funzione 
d’onda non rappresenta una probabilità, bensì una «am¬ 
piezza di probabilità». La probabilità di trovare un si¬ 
stema nel punto corrispondente all’istante t è proporzio¬ 
nale a 'F(t, x)'F‘^‘^(t, x). Ritorneremo anche su questo. 
Comunque diventa naturale cercare di trasporre ai si¬ 
stemi caotici, quali lo spostamento di Bernoulli, i metodi 
risultati validi per analizzare l’evoluzione dell’ampiezza 
T nell’ambito della meccanica quantistica. Ma sorgono 
nuovi problemi, perché nel caso della meccanica quan¬ 
tistica l’evoluzione è essenzialmente periodica. Se nella 
formula data precedentemente si sostituisce H con un 
numero ordinario, l’operatore d’evoluzione U diviene 
un esponenziale oscillante. Il problema cambia per i si¬ 
stemi caotici, perché in questo caso ci aspettiamo di tro¬ 
vare un’evoluzione irreversibile. Dobbiamo quindi ge¬ 
neralizzare il problema della meccanica quantistica per 
includere nell’operatore di evoluzione le proprietà cor¬ 
rispondenti all’evoluzione temporale del sistema, come 
il tempo di Ljapunov. Formalmente questo va a sosti¬ 
tuire l’operatore hamiltoniano H non con un numero 
reale ma complesso (composto cioè da una parte reale e 
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una parte immaginaria). La parte immaginaria descrive 
un comportamento «smorzato». In termini tecnici, dob¬ 
biamo estendere la teoria spettrale ad autovalori reali 
(cioè, che associa a F/numeri reali) verso una teoria spet¬ 
trale «complessa» (vedi ancora l’Appendice). Ciò richie¬ 
de modifiche abbastanza profonde e le ricerche in questa 
direzione sono recenti, sebbene si avvalgano di studi già 
classici di grandi matematici quali von Neumann, 
Gel’fand e altri (vedi i riferimenti nell’Appendice). 

Qui presentiamo un’esposizione qualitativa sempli¬ 
ficata; maggiori dettagli si troveranno nell’Appendice, 
come già detto. Lo schema che emerge è il seguente: 
instabilità (tempo di Ljapunov) probabilità ^ irre¬ 
versibilità. L’instabilità, il caos ci obbligano a passare a 
uno schema probabilistico (abbandono di traiettorie in 
meccanica classica e di funzioni d’onda in meccanica 
quantistica), il quale ci porta a studiare l’operatore di 
evoluzione corrispondente, che ci consentirà di chiarire 
la rottura della simmetria temporale, e quindi l’irrever¬ 
sibilità. 

Il risultato essenziale del nostro studio è che per i 
sistemi instabili le leggi fondamentali della dinamica 
classica (o quantistica, per la quale riprendo questo ac¬ 
cenno più avanti) si formulano in termini di proprietà 
dell’evoluzione di «probabilità». Ed è a questo livello 
che possiamo chiarire le leggi del caos e descrivere i 
cambiamenti che l’instabilità e il caos introducono nella 
nostra visione del mondo. 

Bisogna notare che l’esempio che abbiamo dato, lo 
spostamento di Bernoulli, non è un sistema dinamico 
vero e proprio. Le equazioni dei sistemi dinamici clas¬ 
sici o quantistici sono reversibili e in esse +te-t hanno 
lo stesso ruolo. Ma non in questo caso. Se invece di con- 
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(a) (b) (c) 

Fig. 9. La «trasformazione del fornaio». 

. 1 

Il quadrato unità (i) si appiattisce in un rettangolo (b) di ^ x 2. La 

metà destra del rettangolo è allora posizionata sopra quella sinistra 
in modo da formare nuovamente un quadrato (c). 

siderare la «mappa» i = 2x„ consideriamo la «map- 
pa» inversa x^ j = -^ arriveremo in seguito alle itera¬ 
zioni al punto X = 0. Perciò, prima di ritornare allo stu¬ 
dio dell’evoluzione delle proprietà, facciamo un altro 
esempio, che corrisponda questa volta a un sistema di¬ 
namico: si tratta della cosiddetta «trasformazione del 
fornaio». 

La trasformazione del fornaio consiste essenzialmen¬ 
te nella seguente trasformazione geometrica. Prendia¬ 
mo un quadrato, stiriamolo nella direzione orizzontale 
con un fattore 2 fino ad ottenere un rettangolo e poi pie¬ 
ghiamo la parte destra del rettangolo sulla parte sinistra 
per formare un nuovo quadrato. L’operazione è illustra¬ 
ta dalla figura 9. 

Ripetendo quest’operazione, otteniamo una fram¬ 
mentazione sempre più grande lungo la coordinata ver¬ 
ticale (vedi Fig. 8), invece andando verso il passato, ot¬ 
teniamo una frammentazione sempre più sottile lungo 
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l’ascissa x e la funzione di distribuzione diventa unifor¬ 
me nella coordinata verticale jr. 

Si tratta di nuovo di un sistema instabile, molto si¬ 
mile a quello di Bernoulli. Due punti che all’inizio delle 
trasformazioni erano molto vicini, si allontanano espo¬ 
nenzialmente e nel futuro si troveranno in regioni dif¬ 
ferenti. Ritroviamo così la legge esponenziale (Sr)^^ = 
(8r)o2'^ = (8r)oe"*®^ in cui r è la distanza tra due punti 
che, come per il problema del fornaio, hanno un espo¬ 
nente di Ljapunov uguale a lg2 (che risulta da ogni mol¬ 
tiplicazione per 2 della dimensione orizzontale). L’in¬ 
stabilità ci obbliga ad adottare nuovamente una descri¬ 
zione statistica. Questa volta la funzione di distribuzio¬ 
ne dipenderà da due variabili x ey, da cui otterremo la 
relazione i(x, y) = Upn(x, y). In questo caso l’ope¬ 
ratore di trasformazione 17 è un operatore «unitario», 
contrariamente all’operatore di Bernoulli (vedi Appen¬ 
dice). Questo implica che ammette un inverso, a diffe¬ 
renza del sistema di Bernoulli che, come abbiamo visto, 
conduce a un attrattore nella direzione dei tempi nega¬ 
tivi e all’uniformità per tempi positivi. 

Che cosa significa l’approccio all’«equilibrio» per la 
trasformazione del fornaio? Come abbiamo già notato, 
quando il tempo è lungo, la ripartizione diventa sempre 
più frammentata lungo la direzione jr (vedi Fig. 9). Se 
prendiamo una grandezza che dipende in modo conti¬ 
nuo dalla coordinata jr, il valore medio di questa gran¬ 
dezza non sarà più sensibile alle variazioni della funzio¬ 
ne di distribuzione p lungo l’asse dell’ordinataj, se sono 
sufficientemente veloci. Una simile grandezza continua 
che segue la direzionejv, è chiamata «funzione test». Per 
le funzioni test rimane tutto come se la distribuzione per 
tempi lunghi fosse omogenea. Infatti scompare la distin- 
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zione tra le regioni tratteggiate e quelle bianche della fi¬ 
gura 9. È in questo senso e grazie alle funzioni test che 
possiamo parlare di approccio aH’equilibrio (che qui 
corrisponde alla distribuzione uniforme). L’introduzio¬ 
ne delle funzioni test può far pensare a una nozione che 
è stata spesso discussa in meccanica statistica e che già 
abbiamo fatto notare. Si tratta della nozione di «grana 
grossa» (^coarse graining), introdotta dai coniugi Ehren- 
fcst^® per spiegare l’apparente contraddizione tra la re¬ 
versibilità dinamica e l’irreversibilità fenomenologi¬ 
ca. Come abbiamo già visto, l’irreversibilità non si rife¬ 
rirebbe a una descrizione microscopica precisa, ma a 
una descrizione approssimata, «a grana grossa» (coarse 
grained). In quest’immagine siamo noi a introdurre la 
«grana grossa» e ancora una volta l’irreversibilità risulta 
dalle nostre approssimazioni. Diversa è la situazione nel 
nostro approccio. Come stiamo per constatare, le fun¬ 
zioni test che dobbiamo introdurre e che precisano in 
quale senso vada inteso l’approccio all’equilibrio, risul¬ 
tano dalla descrizione matematica di questo processo e 
non contengono alcun elemento soggettivo o arbitrario. 


Capitolo quarto 


Adesso passiamo allo studio dell’operatore U, che si può 
denominare anche operatore di Perron-Frobenius per 
lo spostamento di Bernoulli. 

In precedenza abbiamo dato l’espressione esplicita 
dell’operatore di Perron-Frobenius. Per analizzare l’ef¬ 
fetto di quest’operatore sulla distribuzione delle proba¬ 
bilità, dobbiamo introdurre la nozione di autofunzione e 
di autovalore. In generale un operatore corrisponde a 
una prescrizione matematica che trasforma una funzio¬ 
ne in un’altra. Prima abbiamo visto che per 

1 X 

Pn(x) = X, p„+i(x) = 4 + 2' 

1 X „ . . , 

In altre parole; Ux = 4 + 2 ' esistono funzioni che, 

anche con l’applicazione dell’operatore U, rimangono 
invariate. Tali funzioni sono per definizione autofunzio¬ 
ni. Perciò, quando Pn(x) = a abbiamo anche p^,^ ^(x) = a 
o Ua = a; quindi a è una «autofunzione» (qui è una 
costante). Generalmente un’autofunzione viene mol¬ 
tiplicata per un numero tramite l’applicazione dell’o- 
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peratore U. Così, per Pn(x) = x^ —x + -, abbiamo 

6 

2 1 1 2 1 2 1 . , , 
Uix — X + -) = (x —x + -).x —x + -eun autofun- 

1 

zione corrispondente all’autovalore ^ . Quindi al mo¬ 
mento dello spostamento di Bernoulli la distribuzione 

x^ — X -I- — conserva una forma invariante, ma viene mol- 
. ^ 1 

tiplicata per Ripetendo lo spostamento n volte, il fat- 


■X + —) = X+—).x^ 

gt 22 ^ 6^ 


tore di smorzamento diventa 


. Un contributo alla 


probabilità che aveva la forma x^ — x + - tende quindi 

rapidamente verso zero. Notiamo che gli autovalori so¬ 
no legati al tempo di Ljapunov lg2. Se dal punto di vista 
delle traiettorie il tempo di Ljapunov è un elemento 
«d’instabilità», diventa invece un elemento di stabilità 
dal punto di vista delle funzioni delle probabilità. Più 
lungo è il tempo di Ljapunov, più rapidi sono lo smor¬ 
zamento e l’approccio verso l’uniformità. La formula 
data in precedenza per x^ — rappresenta un caso partico¬ 
lare. Le autofunzioni di U sono polinomi B„(x) chiamati 
di Bernoulli (a B„(x) corrisponde un polinomio di grado 
1 

n) e si ha UBj^(x) = —B„(x), quindi lo smorzamento è 

tanto più veloce quanto più elevato è il grado del poli¬ 
nomio. Di conseguenza, se scomponiamo p(x) in una 
somma di polinomi di Bernoulli, saranno i polinomi di 
grado elevato a scomparire per primi, finché rimarrà 
soltanto una distribuzione uniforme. 

Nei problemi usuali di meccanica quantistica, una 
volta che abbiamo le autofunzioni dell’operatore U, il 
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Fio. io. Polinomi di Bernoulli. 

problema dell’evoluzione temporale è risolto. In questo 
caso invece la situazione è più complicata: cerchia¬ 
mo di ottenere una teoria spettrale «complessa» in cui 
gli autovalori assumono un’estensione reale e un’esten¬ 
sione immaginaria. Ciò richiede un’estensione del for¬ 
malismo matematico utilizzato in meccanica quantisti¬ 
ca e in particolare l’introduzione di due insiemi di 
grandezze Bj,(x) e B„(x). Inoltre le funzioni B„(x) non 
sono funzioni «normali» ma funzioni singolari (vedi nel¬ 
l’Appendice). 

E importante che il lettore si faccia un’idea di queste 
funzioni singolari, note anche come «distribuzioni». 
Già ho menzionato la funzione singolare più semplice: 
la 8. Abbiamo visto che 8(x — Xq) è una funzione diversa 
da 0 solo per x = Xq ma nulla per ogni altro valore. Que¬ 
ste funzioni devono essere usate in congiunzione con 
funzioni continue, cioè «funzioni test». In generale un 
prodotto di distribuzioni non ha senso, mentre l’espres- 
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sione j dxf(x)8(x — Xq) con la funzione test f(x) ha un sen¬ 
so ben preciso, ossia f(xQ). 

Il prossimo paragrafo richiede un grado maggiore di 
conoscenze matematiche; ma se queste difettassero al 
lettore, questi può tranquillamente tralasciarlo, poiché 
lo riassumerò subito dopo. Passiamo ora a indicare i ri¬ 
sultati del nostro studio. Possiamo sviluppare la proba¬ 
bilità p(x) in polinomi di Bernoulli B^(x), il che porta alla 
formula 


P(x) = ^B„(x)|dx'B„(xXx') 


in cui compaiono contemporaneamente le grandezze 
B„(x) 6 le funzioni singolari Bn(x). Applicando l’opera¬ 
tore di Perron-Frobenius risulta quindi 


Up(x) = 2-B„(x)ldx'BX')p(x') 


perché Bjj(x) è, come abbiamo visto, un’autofunzione 

1 

di U che corrisponde all’autovalore —. Se scrivo tali 


formule, è perché ci danno un contributo essenziale. Vi 


figurano gli integrali jdx'Bjj(x')p(x') che comportano la 
funzione singolare B„(x'). 

Per questo non possiamo applicare tali formule a una 
sola traiettoria poiché allora sotto il segno di integrale 
avremmo un prodotto di due funzioni singolari. Come 


abbiamo appena visto una funzione singolare sotto un 
integrale ha senso se associata a una funzione continua. 
Riassumendo: nel caso di sistemi caotici classici possia¬ 
mo sostituire lo studio delle traiettorie con quello dell’o¬ 
peratore di evoluzione U grazie a metodi che generaliz¬ 
zano quelli usati in meccanica quantistica. Ma la novità 
sta nel fatto che la descrizione si spiega solo con funzioni 
di distribuzione «continue» (funzioni test). Ciò significa 
che le traiettorie vengono eliminate dalla descrizione probabili¬ 
stica. Abbiamo già fatto notare che nel caso dei sistemi 
caotici le traiettorie erano «incomputabili», ma si poteva 
pensare che si trattasse di una difficoltà di calcolo senza 
fondamento teorico. Qui vediamo chiaramente che è ve¬ 
ro il contrario: la descrizione probabilistica non è com¬ 
patibile con la descrizione in termini di traiettorie. In¬ 
fatti troviamo una forma di «complementarità»: ossia 
descriviamo la dinamica in termini di traiettorie, o an¬ 
cor meglio usiamo una descrizione probabilistica che ci 
dà l’evoluzione del sistema verso l’equilibrio. Ma non 
possiamo applicare questa descrizione a traiettorie, per¬ 
ché dobbiamo usare funzioni «continue» ed è in questo 
senso che il sistema si avvicina all’equilibrio. La descri¬ 
zione statistica è «irriducibile». 

La freccia del tempo appare al livello delle funzioni di 
distribuzione continue. Questa rappresenta forse una li¬ 
mitazione del nostro metodo? Ritengo piuttosto che sia 
vero il contrario. L’esistenza della freccia, tanto eviden¬ 
te a livello macroscopico, mostra che la descrizione mi¬ 
croscopica e questa freccia devono essere in armonia. 
Dobbiamo quindi eliminare la nozione di traiettoria dal¬ 
la nostra descrizione microscopica. D’altronde questa 
corrisponde a una descrizione realistica: nessuna misu- 
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ra, nessun calcolo portano strettamente a un punto, alla 
considerazione di una traiettoria «unica»; saremo sem¬ 
pre di fronte a «insiemi» di traiettorie. Per i sistemi sta¬ 
bili ciò non fa differenza, poiché in essi possiamo usare 
la descrizione in termini di traiettorie. Eventualmente 
potremmo anche adottare una descrizione probabilisti¬ 
ca, la quale tuttavia ci riconduce, come caso particolare, 
alla descrizione in termini di traiettorie. La descrizione 
statistica è «riducibile». Al contrario, peri sistemi caotici 
la sola descrizione che include l’approccio verso l’equi- 
librio è la descrizione statistica. Infatti in questo modo 
abbiamo riformulato il problema del caos: il caos non 
impedisce una descrizione quantitativa, ma esige una ri¬ 
formulazione della dinamica a livello degli operatori di 
evoluzione, è una descrizione probabilistica e realistica 
allo stesso tempo. Il Leitmotiv di tutta la nostra esposizio¬ 
ne è che la formulazione della dinamica per i sistemi cao¬ 
tici deve farsi a livello probabilistico. Tale formulazione 
implica lo studio delle autofunzioni e degli autovalori 
dell’operatore di evoluzione. 

Adesso veniamo a una breve discussione in merito 
alla trasformazione del fornaio. Come abbiamo visto, si 
tratta di un sistema dinamico propriamente detto, in cui 
l’operatore Uh unitario. Da questo punto di vista, tale 
sistema è simile a quelli studiati dalla meccanica classica 
o quantistica. Gli autovalori sono legati al tempo di Lja- 
punov. Per tempi sufficientemente lunghi il sistema si 
avvicina all’uniformità. Così ritroviamo le tre tappe no¬ 
tate in precedenza: instabilità —>• probabilità ^ irrever¬ 
sibilità. Ora comprendiamo meglio il senso dell’irrever¬ 
sibilità che compare solo per distribuzioni di probabilità 
«regolari». 


Insistiamo sul fatto che la necessità di escludere sia 
le distribuzioni singolari sia le traiettorie non risulta da 
una decisione arbitraria ma dalla struttura dell’opera¬ 
tore di evoluzione U. 

Possiamo quindi usare potentissimi teoremi d’esi¬ 
stenza elaborati nel corso di questo secolo per la rappre¬ 
sentazione spettrale degli operatori unitari. In condizio¬ 
ni molto ampie esiste una rappresentazione spettrale ad 
autovalori «reali». Ma l’importante è che esiste anche 
una rappresentazione spettrale complessa dello stesso ti¬ 
po di quella che è stata l’oggetto della nostra discussione 
a proposito dello spostamento di Bernoulli e che contiene 
esplicitamente i tempi di Ljapunov. 

Questa rappresentazione implica nuovamente l’ap¬ 
proccio verso l’equilibrio futuro {t> 0) e anche una rot¬ 
tura temporale della simmetria. Ma, proprio come nel 
caso dello spostamento di Bernoulli, tale rappresenta¬ 
zione fa appello a funzioni singolari e la teoria è appli¬ 
cabile solo in connessione a funzioni test. Così arrivia¬ 
mo a una situazione nuova, mai incontrata prima nel 
campo della fisica teorica. Abbiamo più di una rappre¬ 
sentazione dell’operatore di evoluzione e dobbiamo sce¬ 
gliere quella «buona» — il risultato descritto per la tra¬ 
sformazione del fornaio è infatti molto generale. Per i 
sistemi caotici abbiamo quindi la «scelta» tra due for¬ 
mulazioni: da una parte, quella tradizionale in termini 
di traiettorie, oppure dall’altra la nuova formulazione 
probabilistica in termini dell’operatore di evoluzione 
U. Non esito ad affermare che la nostra scelta deve ri¬ 
cadere sulla seconda. La rappresentazione tradizionale 
equivale a una descrizione in termini di traiettorie, ma 
sappiamo che la nozione di traiettoria è limitata dal 
tempo di Ljapunov. 
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Al contrario, la nuova rappresentazione è più ricca, 
perché ci dà il meccanismo di approccio all’equilibrio in 
termini di tempo di Ljapunov e include la rottura tem¬ 
porale della simmetria. La scoperta di queste nuove rap¬ 
presentazioni a simmetria spezzata costituisce, a nostro 
avviso, la soluzione del paradosso del tempo. Infatti in 
questo modo otteniamo una formulazione della dinami¬ 
ca al livello delle funzioni di distribuzione, che include la 
freccia del tempo. E a questo livello che si devono for¬ 
mulare le leggi della natura, e non a quello delle traiet¬ 
torie (o delle funzioni d’onda, come vedremo più avan¬ 
ti). E così che possiamo porre correttamente il proble¬ 
ma della rottura della simmetria temporale. In real¬ 
tà crediamo di aver realizzato proprio il programma 
che Boltzmann aveva iniziato circa un secolo fa. Come 
Boltzmann, siamo andati dalla nozione di traiettoria a 
quella di probabilità, ma lì dove egli incontrava nume¬ 
rose difficoltà, noi ora troviamo una situazione più fa¬ 
vorevole, perché abbiamo a disposizione una teoria dei 
sistemi caotici più elaborata e possiamo dimostrare che 
lo studio di tali sistemi consente effettivamente di incor¬ 
porare il secondo principio della termodinamica. 

Notiamo, quindi, che per noi l’instabilità e il caos 
sono il punto di partenza per una riformulazione della 
dinamica che comprenda probabilità e instabilità. Lun¬ 
gi dall’essere legata ad approssimazioni che noi intro¬ 
durremmo (la «grana grossa» a cui abbiamo già accen¬ 
nato), l’irreversibilità appare come la manifestazione di 
una proprietà fondamentale, l’instabilità presente a li¬ 
vello microscopico dinamico. Come abbiamo già sotto- 
lineato in vari nostri lavori precedenti, l’irreversibilità 
esige un’estensione della dinamica e quindi della nozio¬ 
ne di «leggi della natura». 


Gli esempi considerati finora erano semplicissimi, 
quasi delle caricature esemplificative. Nel prossimo ca¬ 
pitolo daremo un’occhiata a situazioni più realistiche e 
dimostreremo che l’instabilità e il caos rappresentano la 
situazione normale nel quadro dei problemi studiati dalla 
fisica contemporanea. 


48 



Capitolo quinto 


Come abbiamo appena scritto, finora abbiamo consi¬ 
derato sistemi caotici semplicissimi, quali lo spostamen¬ 
to di Bernoulli o la trasformazione del fornaio. In essi 
il tempo è implicito in modo discontinuo. Affrontiamo 
adesso il caso dei sistemi instabili, in cui il tempo è im¬ 
plicito in modo «continuo»: è la situazione della dinami¬ 
ca classica o quantistica. Come definire il caos per questi 
sistemi? In particolare la definizione del caos per i siste¬ 
mi quantistici ha suscitato numerose controversie. 

Abbiamo visto che nel caso delle «mappe» la defini¬ 
zione usuale del caos ci porta a rappresentazioni statisti¬ 
che «irriducibili» (ossia non possiamo più ritornare alla 
descrizione in traiettorie). E proprio questa proprietà 
che prenderemo come definizione stessa del caos, traendo 
vantaggio dalla sua possibilità di estendersi ai sistemi 
quantistici. Sono ‘caotici’ i sistemi quantistici la cui evo¬ 
luzione non può esprimersi in termini di funzioni d’on¬ 
da che obbediscono all’equazione di Schròdinger, ma 
che richiedono una nuova formulazione in termini di 
probabilità. Vedremo più avanti alcuni esempi. 

In fisica ci occupiamo essenzialmente di sistemi ha- 
miltoniani, che in particolare sono alla base della dina- 
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mica quantistica. Ricordiamo che le variabili che carat¬ 
terizzano un sistema dinamico classico sono le coordi¬ 
nate e le velocità corrispondenti. Grazie a queste possia¬ 
mo esprimere l’energia del sistema, che generalmente 
è della forma: energia cinetica più energia potenziale. 
Per passare alla rappresentazione hamiltoniana, si pas¬ 
sa dalle velocità alle quantità di moto o «momenti». L’e¬ 
nergia espressa in termini di momenti e coordinate è 
per definizione l’hamiltoniana. Le variabili, quantità di 
moto p e coordinate q, sono le variabili «canoniche». 
L’importanza fondamentale della preferenza accordata 
alla descrizione hamiltoniana sta nel fatto che in essa le 
equazioni di moto assumono una forma semplicissima. 
Un caso particolare molto importante è quello in cui 
l’hamiltoniana dipende solo dai momenti. L’integrazio¬ 
ne delle equazioni del moto è quindi immediata, perché 
le quantità di moto sono allora delle costanti, mentre le 
coordinate corrispondenti variano linearmente con il 
tempo. Quando l’hamiltoniana prende tale forma, le 
quantità di moto si chiamano «azioni» J, e le coordinate 
corrispondenti sono gli angoli oc. La variazione degli an¬ 
goli in relazione al tempo è determinata dalle frequenze 


co definite da co = 


dH 

aj- 


Ci sono tante frequenze quanti 


sono i gradi di libertà (per esempio 3 per un punto che si 
muove nello spazio a tre dimensioni). 

Alla fine dello scorso secolo Poincaré si è posto un 
problema d’importanza estrema^®: si possono eliminare 
le interazioni? Precisiamo tale quesito. Supponiamo di 
partire da un’hamiltoniana «non perturbata» HqQ) che 
dipende solo dalle azioni J. Aggiungiamo una pertur¬ 
bazione V che dipende dalle azioni J e dagli angoli a. 
In totale abbiamo quindi un’hamiltoniana della forma 


H = Ho -t- XV, in cui X è un parametro di misurazione 
dell’intensità dell’accoppiamento (per X = 0 ritroviamo 
il sistema non perturbato Hq). Attraverso un processo 
sistematico è possibile eliminare il termine d’interazione 
e scrivere l’hamiltoniana come una funzione delle sole 
azioni. Questo è il problema centrale del calcolo di «per¬ 
turbazione». Cerchiamo nuove azioni J' che per X-^'O 
si riducano a J (inoltre supponiamo che J' possa svilup¬ 
parsi in potenze di X). Poincaré ha risposto negativa- 
mente a tale interrogativo: non solo ha dimostrato che 
generalmente questo era impossibile, ma ne ha anche 
dato la motivazione, che egli adduce alla comparsa di 
risonanze tra frequenze co del sistema dinamico. 

Ogni bambino che ha spinto un’altalena sa cos’è una 
risonanza. È una relazione lineare tra figure UjWj -i- 
n 2 W 2 = 0, in cui n j, Ug sono numeri interi. Tali risonan¬ 
ze rientrano nel calcolo delle perturbazioni e portano a 
«infiniti», cioè a divergenze. 

In un certo senso è già molto che Poincaré abbia di¬ 
mostrato l’impossibilità di eliminare le interazioni: al¬ 
trimenti, se questo fosse possibile, l’universo sarebbe 
isomorfo a un universo di particelle libere e quindi tutto 
sarebbe così «incoerente» che non esisterebbero né chi¬ 
mica, né biologia, né ovviamente culture umane. 

Per molto tempo il risultato negativo di Poincaré è 
stato considerato tutt’al più come una curiosità. In real¬ 
tà si trattava di un risultato fondamentale, poiché così 
Poincaré aveva stabilito una differenza essenziale tra i 
sistemi nei quali si poteva eliminare l’interazione, che 
egli chiamava sistemi «integrabili», e i sistemi in cui tale 
eliminazione risultava impossibile (almeno con il calco¬ 
lo di perturbazione), che egli chiamava «non integrabi¬ 
li». Ma fu solo con la formulazione della teoria KAM 
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(dalle iniziali dei matematici sovietici Kolmogorov, Ar- 
nol’d, Moser)^^ negli anni Cinquanta che si cominciò a 
capire la straordinaria importanza del risultato di Poin¬ 
caré. D’altronde è alla teoria KAM che Lighthill faceva 
allusione quando parlava del rinnovamento della dina¬ 
mica classica e della necessità di abbandonare il deter¬ 
minismo nella descrizione classica. Infatti uno dei prin¬ 
cipali risultati di KAM è stato quello di dimostrare che 
a causa delle risonanze appaiono due tipi di traiettorie: 
traiettorie regolari deterministiche, ma anche traietto¬ 
rie irregolari «imprevedibili» che risultano dalle riso¬ 
nanze. In questo contesto non possiamo entrare in det¬ 
taglio nella descrizione di tali risultati, peraltro citati e 
spiegati in numerose opere. D’altronde bisogna dire 
chiaramente che la teoria KAM dà una classificazione 
delle traiettorie, ma non risolve il problema dell’inte¬ 
grazione dei sistemi «non integrabili» di Poincaré. Tut¬ 
tavia la suddetta teoria mostra che all’aumento della 
energia del sistema il numero di traiettorie aleatorie di¬ 
venta sempre maggiore e alla fine il sistema diventa cao¬ 
tico con esponenti positivi di Ljapunov. Allora esso pre¬ 
senta un comportamento qualitativamente simile a 
quello descritto nel caso dello spostamento di Bernoulli 
e del fornaio. 

L’integrazione dei sistemi caotici nel caso generale 
resta un problema insoluto, ma in un caso particolare 
importantissimo possiamo andare oltre. E il caso dei 
«grandi sistemi di Poincaré», o LPS — large Poincaré’s 
Systems, nei quali le risonanze si manifestano in quasi tutte le 
traiettorie'^'^ . (La precisa caratteristica matematica degli 
LPS oltrepassa il quadro di questo lavoro: si tratta di 
sistemi a spettro «continuo», per i quali vedi nell’Ap¬ 
pendice). 


La maggior parte dei sistemi studiati attualmente in 
fisica rientrano in questa categoria, in particolare i cam¬ 
pi in interazione, o i problemi della meccanica statisti¬ 
ca, nei quali esiste un gran numero di N particelle in 
interazione in un volume V, che si fa tendere all’infinito 
pur mantenendo costante il rapporto N/V. 

Il teorema di Poincaré rivela una situazione ben po¬ 
co soddisfacente: mostra infatti che il problema dell’in¬ 
tegrabilità delle equazioni della dinamica è un proble¬ 
ma irrisolto. Tranne in casi particolarissimi noi non 
siamo in grado di integrare le equazioni della meccani¬ 
ca classica (o quantistica) e, quel che è peggio, neppure 
disponiamo di un metodo per sapere se un dato proble¬ 
ma meccanico è integrabile. 

Nel passato la classificazione di Poincaré è stata spes¬ 
so oggetto di discussioni, ma sempre in rapporto alla 
meccanica classica. D’altronde i fondatori della mecca¬ 
nica, come Lagrange e Laplace, già conoscevano il pro¬ 
blema delle risonanze e le divergenze che ne risultavano; 
già sapevano che nel nostro sistema planetario esistono 
risonanze che conducono a divergenze. Poincaré consi¬ 
derava il problema di queste risonanze come «il proble¬ 
ma fondamentale» della meccanica classica. 

Come abbiamo già detto, la questione delle risonan¬ 
ze è sempre stata avvertita come una difficoltà, come 
un qualcosa che ci impedisce di integrare le equazioni 
della meccanica. Al contrario daremo un senso costrut¬ 
tivo a tali divergenze, dimostrando che possiamo elimi¬ 
narle e rendere il problema «convergente». Il fatto con¬ 
siderevole è che in questo modo otteniamo una soluzio¬ 
ne delle equazioni della dinamica che risolve anche il 
problema della irreversibilità. Integrabilità e irreversi¬ 
bilità sono problemi strettamente legati fra loro. In que- 


sto modo dimostreremo che le risonanze di Poincaré 
hanno un senso fisico molto profondo. Le divergenze 
risultano da ciò che vogliamo dalle soluzioni che corri¬ 
spondono all’ideale della fisica classica, ossia dalle so¬ 
luzioni che sono simmetriche nella direzione del tempo. 
Le divergenze di Poincaré segnano in un certo qual mo¬ 
do la barriera tra sistemi dinamici reversibili e sistemi 
dissipativi a simmetria temporale spezzata. Eliminare 
le divergenze di Poincaré è un passo essenziale nella ri¬ 
soluzione del paradosso del tempo. 


Capitolo sesto 


Come indicato in precedenza, le divergenze di Poincaré 
sono state discusse nell’ambito della meccanica classi¬ 
ca. Al contrario concentreremo le nostre osservazioni in 
riferimento all’ambito quantistico: infatti è in mecca¬ 
nica quantistica che l’eliminazione delle divergenze di 
Poincaré assume un’importanza maggiore, perché, co¬ 
me vedremo, porta a risolvere le difficoltà fondamentali 
sempre presenti nei suoi fondamenti. 

La meccanica quantistica è infatti una scienza cu¬ 
riosa: da un lato ha avuto il successo più eclatante in 
relaziope alle sue previsioni sperimentali e, dall’altro, 
da circa 60 anni le discussioni a proposito dei suoi prin¬ 
cipi base non si sono ancora placate. Nel suo libro La 
legge fisica R. Feynman^-'^ sostiene che «nessuno capisce 
la meccanica quantistica»! Citiamo anche un recente te¬ 
sto di Paul Davies^"*^ che pone bene il problema. 

Alla base di tutto c’è il fatto che la meccanica quantistica 
fornisce un procedimento molto efficiente per predire i risul¬ 
tati delle osservazioni su sistemi microscopici, ma quando ci 
domandiamo che cosa succede veramente quando un’osser¬ 
vazione ha luogo, quello che si ottiene è privo di senso. I ten¬ 
tativi di uscire da questo paradosso vanno dal bizzarro, come 
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l’interpretazione dei molti universi di Hugh Everett, alle idee 
mistiche di John von Neumann e Eugene Wigner, i quali 
chiamano in causa la coscienza dell’osservatore. Dopo mezzo 
secolo di discussione, il dibattito sull’osservazione quantisti¬ 
ca rimane vivo più che mai. I problemi della fisica del molto 
piccolo e del molto grande sono formidabili, ma può darsi 
che proprio questa frontiera della relazione tra mente e ma¬ 
teria risulti essere la maggiore sfida posta dalla Nuova Fisica. 

V 

E questo problema dell’interazione dell’uomo con la 
natura, «l’interfaccia tra mente e materia» secondo l’e¬ 
spressione letterale di Paul Davies, a essere strettamente 
legato al problema delle risonanze di Poincaré. Pertanto 
prima di discutere e di presentare la sua teoria nel quadro 
quantistico di eliminazione delle divergenze di Poincaré, 
per individuare tali difficoltà cominceremo con una bre¬ 
ve esposizione delle basi della meccanica quantistica. 

Ricordiamo qualche elemento di meccanica quanti¬ 
stica. L’oggetto principale è lo studio dell’ampiezza del¬ 
la funzione d’onda 4'“ che obbedisce all’equazione di 
Schròdinger, già indicata in precedenza. Quest’ultima 
descrive l’evoluzione dell’ampiezza di Schròdinger 'F 
nel tempo. In essa appare 1’«operatore hamiltoniano» H 
strettamente legato alla funzione hamiltoniana classica, 
che abbiamo già definito precedentemente. In meccani¬ 
ca quantistica si parla di operatore hamiltoniano invece 
che di funzione hamiltoniana. L’introduzione degli ope¬ 
ratori rappresenta forse l’elemento più rivoluzionario 
della meccanica quantistica. Come abbiamo visto, esiste 
una prescrizione matematica che deve essere usata per 
trasformare una funzione in un’altra. Può essere una 
semplice moltiplicazione o una derivata prima o seconda 
oppure un’operazione matematica completamente dif¬ 
ferente. Beninteso questa è ben lontana dall’esaurire la 
questione. Infatti ciò che caratterizza un operatore è an- 
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che lo spazio sul quale agisce. Avremo occasione di ri¬ 
tornare brevemente su questo punto (vedi anche l’Ap¬ 
pendice). 

Abbiamo visto che un operatore si distingue per le 
sue autofunzioni (le funzioni che lascia invarianti) e per 
i suoi autovalori. Ciò fornisce la «rappresentazione 
spettrale» dell’operatore. 

L’introduzione degli operatori in fisica coincide es¬ 
senzialmente con l’avvento della meccanica quantisti¬ 
ca. Di questo c’è una ragione molto profonda, legata 
alla scoperta stessa della quantizzazione. I livelli di 
energia di un oscillatore o di un rotore formano un di¬ 
screto insieme di valori. Ora l’hamiltoniana classica è 
una funzione continua delle quantità di moto e delle 
coordinate. L’idea di fondo per svelare il dilemma è 
quella di sostituire la funzione hamiltoniana con un 
operatore e di associare ai diversi livelli osservati gli au¬ 
tovalori dell’operatore. Quest’idea è stata coronata da 
un successo eclatante, ma attualmente l’uso degli ope¬ 
ratori si è esteso ad altri campi: abbiamo studiato l’o¬ 
peratore di Perron-Frobenius per lo spostamento di 
Bernoulli e più avanti studieremo operatori associati al¬ 
la descrizione statistica classica o quantistica. 

Torniamo all’equazione di Schròdinger. Una volta 
che abbiamo le autofunzioni u,^(x) dell’operatore hamil¬ 
toniano H, possiamo sviluppare la funzione d’onda in 
queste autofunzioni. La soluzione formale dell’equazio¬ 
ne di Schròdinger si scrive: 

t) = u„(x) 

L’ampiezza 'F(x, t) corrisponde ad una sovrapposizio¬ 
ne di rotazioni delle autofunzioni u,^(x) nel tempo. 
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Qual è il significato fisico dei coefficienti c^^ che com¬ 
paiono in questa formula per l’ampiezza Un postu¬ 
lato fondamentale della meccanica quantistica è che i c„ 
corrispondono ad «ampiezze di probabilità». Per spie¬ 
gare questo concetto in maniera più precisa, supponia¬ 
mo di operare una misurazione dell’energia del sistema 
che si trova descritto con la funzione d’onda T. Secon¬ 
do l’interpretazione della meccanica quantistica otter¬ 
remo delle autofunzioni u^, U 2 , Ug dell’energia e questo 
con delle probabilità IcJ'^, |c 2 l^; e così via. È importante 
notare che al momento della misurazione la funzione 
d’onda iniziale T si trasforma in un «insieme» di fun¬ 
zioni d’onda. In altre parole, si passa da un’unica fun¬ 
zione d’onda a una «miscela», ovvero a un «insieme», 
una sovrapposizione di funzioni. E questa la radice del¬ 
le difficoltà epistemologiche che incontra la meccani¬ 
ca quantistica. I coefficienti c„ che appaiono nella fun¬ 
zione d’onda possono essere considerati alla stregua di 
«potenzialità». I risultati delle misurazioni date dalle 
probabilità |cj|^, |c 2 l^, attualizzano alcune potenzialità. 
Ma come è possibile, dal momento che l’equazione fon¬ 
damentale della meccanica quantistica, l’equazione di 
Schròdinger, non fa altro che trasformare una funzione 
d’onda in un’altra? In nessun momento si verifica uno 
sdoppiamento di funzioni d’onda. Al contrario, lo avre¬ 
mo al momento della misurazione, o meglio, a voler 
seguire la terminologia corrente, si parlerà di un «col¬ 
lasso» della funzione d’onda. La meccanica quantistica 
ha così una struttura duale: da un lato l’equazione di 
Schròdinger, equazione deterministica e reversibile nel 
tempo, e dall’altro il collasso della funzione d’onda le¬ 
gato alla misurazione, che introduce una rottura di sim¬ 
metria temporale e quindi l’irreversibilità. Ancora una 


volta l’irreversibilità sarebbe dovuta all’osservatore. 
Quindi saremmo noi i responsabili dell’attualizzazione 
delle potenzialità. In un certo qual modo torniamo an¬ 
cora una volta all’idea che l’irreversibilità è un elemento 
che l’uomo introduce in una natura fondamentalmente 
reversibile. Questo problema si pone con maggior forza 
in meccanica quantistica che non in meccanica classica. 

Indipendentemente dal problema dell’irreversibili¬ 
tà, l’esigenza d’introdurre un «osservatore» porta neces¬ 
sariamente ad affrontare alcune difficoltà. Esiste una 
natura «inosservata» diversa dalla natura «osservata»? 
Come abbiamo indicato nella spiegazione del collasso 
della funzione d’onda, otteniamo appunto un insieme di 
funzioni d’onda. Andiamo quindi verso una descrizione 
probabilistica, che si rende necessaria per parlare di 
equilibrio termodinamico. Effettivamente nell’universo 
osserviamo situazioni di equilibrio, come per esempio la 
famosa radiazione residua a 3°K, testimone dell’inizio 
dell’universo. Ma l’idea che tale radiazione sarebbe il 
risultato di misurazioni è assurda: infatti chi l’avrebbe 
potuta o dovuta misurare? Bisogna quindi che in mec¬ 
canica quantistica vi sia un meccanismo intrinseco che 
porti agli aspetti statistici osservati. Come vedremo, 
questo meccanismo è precisamente l’instabilità, il caos. 

Torniamo ora al teorema di Poincaré, ma questa vol¬ 
ta analizziamolo nel quadro quantistico. Partiamo nuo¬ 
vamente da un’hamiltoniana «non perturbata» Hg, che 
però, come ormai sappiamo, in meccanica quantistica 
è un operatore. Supponiamo di conoscere le autofunzio¬ 
ni u^^j, e gli autovalori E° dell’operatore. Apportia¬ 
mo una perturbazione XV e cerchiamo di determinare le 
autofunzioni e gli autovalori dell’hamiltoniana totale 
H = Hq -I- XV con un calcolo di perturbazione (analitica 


in X): otteniamo di nuovo risonanze. Negli LPS queste 
portano a divergenze, inoltre non possiamo ottenere, al¬ 
meno attraverso il calcolo di perturbazione, le autofun¬ 
zioni e gli autovalori di H. Siamo riusciti a creare teore¬ 
mi che ne provano l’esistenza, ma non disponiamo di 
metodi costruttivi. Il problema del «collasso» delle fun¬ 
zioni d’onda, esposto in precedenza, è strettamente le¬ 
gato al teorema di Poincaré. 

Le divergenze negli LPS mostrano che in generale 
questi sistemi sono caotici. Dobbiamo infatti descriverli 
in termini probabilistici. Pertanto diventa necessario 
introdurre una nuova formulazione della teoria quan¬ 
tistica, non più in termini di funzioni d’onda, bensì di¬ 
rettamente in termini di probabilità. Più precisamente: 
arriviamo a una descrizione probabilistica «irriducibi¬ 
le», che non ci consente più di tornare a funzioni d’on¬ 
da. Così la situazione diventa simile al caso classico del¬ 
le «mappe», che comunque non ci permette ugualmente 
di tornare alle traiettorie partendo dalla descrizione sta¬ 
tistica. 

Una volta che abbiamo una descrizione statistica ir¬ 
riducibile, non si pone il problema del collasso della fun¬ 
zione d’onda, poiché la teoria adesso è espressa in ter¬ 
mini di p, la probabilità (e non in termini di ampiezza 
di probabilità T). Le difficoltà epistemologiche della 
meccanica quantistica sono dunque strettamente con¬ 
nesse al problema del caos. Questo è quanto passiamo 
ora ad analizzare in modo un po’ più dettagliato. 


Capitolo settimo 


Il principale problema da risolvere è l’eliminazione delle 
divergenze di Poincaré. A tal fine occupiamoci nuova¬ 
mente della descrizione statistica, che ha avuto un ruolo 
importante nella storia della fisica, in quanto base della 
meccanica statistica. Gibbs ed Einstein hanno esteso lo 
studio di un sistema dinamico unico, considerando la 
possibilità di un insieme di sistemi che corrispondano 
tutti alla stessa hamiltoniana e seguano quindi tutti le 
stesse leggi dinamiche. Per Gibbs ed Einstein il punto di 
vista degli insiemi era semplicemente un comodo mezzo 
per calcolare valori medi, ma, per noi, tale punto di vista 
diventa fondamentale non appena si passa allo studio dei 
sistemi instabili. Come in passato (Bernoulli, Baker), la 
descrizione è centrata sulla funzione di distribuzione p. 
Nel caso classico questa funzione dipenderà dalle varia¬ 
bili canoniche coordinate e dalle quantità di moto. In¬ 
vece in ambito quantistico la densità è legata in modo 
semplice all’ampiezza di probabilità. Per definizione 
abbiamo p = in cui è il complesso coniugato 

della funzione d’onda T. La probabilità propriamente 
detta p è il quadrato (del modulo) dell’ampiezza di pro¬ 
babilità 'F. Si possono considerare casi più generali in 
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cui la quantità p è legata ad una sovrapposizione di fun¬ 
zioni d’onda, ma non avremo bisogno di questa genera¬ 
lizzazione. 

La funzione di distribuzione p classica o quantistica 
obbedisce a un’equazione di evoluzione menzionata in 
tutti i libri che si occupano di meccanica statistica, ossia 
l’equazione di Liouville-von Neumann^^. Formalmente 
dp 

SI scrive: = Lp, in cui L è un operatore la cui forma 

esatta non sarà essenziale in questo caso (L è legato alle 
«parentesi di Poisson» in meccanica classica e al com¬ 
mutatore con p in meccanica quantistica). La soluzione 
formale dell’equazione di Liouville è p(t) = e'‘^’^p(0) = 

Up(0), in cui U è nuovamente un operatore unitario. | 

Quindi il problema centrale è, come in precedenza, la f 

ricerca di una rappresentazione spettrale di U che mette 
in evidenza la rottura della simmetria temporale. ! 

L’equazione di Liouville presenta anche una grande 
analogia con l’equazione di Schròdinger. La differenza ‘ 

sta nel fatto che l’equazione di Schròdinger si applica 
all’ampiezza T e quella di Liouville a p. Una volta ot¬ 
tenuta l’equazione di Liouville possiamo scrivere for¬ 
malmente la soluzione in termini dell’operatore di evo- j 

lozione U. Ma per chiarire tale soluzione dobbiamo J 

stabilire nuovamente le autofunzioni e gli autovalori i' 

dell’equazione; quando si tratta di sistemi di Poincaré, 
ricadiamo di nuovo nel problema delle divergenze le- ^ 

gate alle risonanze. 

Torniamo al problema del fornaio. Come abbiamo 
visto, esiste una differenza tra il futuro (t-^ + oo) ed il 
passato (t—^ — oo). Nel futuro, è l’ordinatajr a frammen¬ 
tarsi sempre di più (vedi Fig. 2), mentre nel passato 
ciò avviene alla coordinata v. Possiamo quindi attribui- 
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re un senso fisico alla freccia del tempo. Lo stesso dicasi 
per gli LPS. Prendiamo un atomo in uno stato eccitato: 
nel futuro ci aspettiamo di trovare (in assenza di ogni 
effetto perturbatore) l’atomo nello stato fondamentale 
con emissioni di fotoni. Negli stati quantistici esiste un 
ordine naturale, ma in generale non possiamo specifi¬ 
care la sequenza naturale in termini di stati quantistici. 
Al contrario siamo in grado di farlo utilizzando una de¬ 
scrizione statistica. 

Prendiamo in considerazione un esempio: un gas di 
molecole in interazione. Supponiamo che due molecole 
inizialmente indipendenti si incontrino. In questo modo 
istituiamo una correlazione tra le due particelle, che a 
loro volta ne incontrano una terza, dando vita a una cor¬ 
relazione ternaria. Così il numero delle particelle impli¬ 
cate nelle correlazioni aumenta continuamente. L’esi¬ 
stenza di tali correlazioni successive alle collisioni può 
essere messa in evidenza col computer. Se sconvolgiamo 
le velocità, particelle che si separavano (vedi Fig. 5) si 
incontreranno nuovamente: in tal modo le correlazioni 
conservano, per così dire, memoria del passato. 

Ogni sistema formato da molte particelle, come un 
gas o un liquido, è percorso da questo flusso di corre¬ 
lazioni. Si può persino considerare che questo sia il mo¬ 
do di invecchiare del sistema. Le correlazioni inglobano 
una quantità sempre crescente di particelle. Può venire 
in mente una analogia: due amici che si incontrano e 
conversano tra loro; poi uno riparte per una città e l’al¬ 
tro per un’altra, ma rimane comunque la memoria del 
loro incontro. Ognuno di loro incontra via via altre per¬ 
sone e l’informazione contenuta nella conversazione 
iniziale si propaga in seguito a incontri successivi. In 
questo caso abbiamo come la comparsa di un secondo 
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tempo non legato alle molecole individuali, né ai singoli 
individui, nell’esempio appena citato, ma alle relazioni 
tra le molecole, o tra le persone nella nostra analogia 
esemplificativa. L’idea è quindi di introdurre una suc¬ 
cessione temporale che sia legata a tale flusso di corre¬ 
lazioni. Adesso possiamo introdurre il summenzionato 
flusso nella soluzione dell’equazione di Liouville-von 
Neumann, la quale descrive precisamente trasforma¬ 
zioni da una correlazione all’altra. Se il sistema fosse 
integrabile, si potrebbero eliminare le interazioni e, 
pertanto, sopprimere il flusso di correlazioni. Ma negli 
LPS tale flusso è «irriducibile». L’essenza del nostro me¬ 
todo risiede nell’idea di trattare diversamente le tran¬ 
sizioni, a seconda che il passaggio sia verso correlazioni 
più intense (orientate verso il «futuro») o più deboli (o- 
rientate verso il «passato»). Tecnicamente questo si ot¬ 
tiene aggiungendo parti immaginarie di diversi segni al 
denominatore che contiene risonanze (vedi nell’Appen¬ 
dice). 

Una volta che questo flusso di correlazioni viene in¬ 
trodotto nelle equazioni matematiche che descrivono la 
soluzione dell’equazione di Liouville, anche le diver¬ 
genze di Poincaré scompaiono. 

Mi sembra che l’idea di un tempo legato al livello 
statistico e più precisamente all’evoluzione delle corre¬ 
lazioni abbia una chiara portata intuitiva. Se prendia¬ 
mo come oggetto di paragone la società umana e po¬ 
niamo a confronto la società dell’era neolitica con quella 
attuale, non è tanto il fatto che gli uomini presi indivi¬ 
dualmente siano diversi, più o meno intelligenti: piut¬ 
tosto sono le relazioni tra gli individui che hanno subito 
un radicale cambiamento. Indubbiamente anche la no¬ 
stra società invecchia, ma più rapidamente della società 


neolitica, perché i mezzi di comunicazione si sono am¬ 
plificati e quindi la dinamica delle correlazioni sociali 
ha subito un’enorme accelerazione. 

Il risultato ottenuto è la possibilità di scomporre l’o¬ 
peratore di evoluzione U corrispondente all’equazione 
di Liouville in una sovrapposizione di modi che variano 
in maniera indipendente e corrispondono ad autovalori 
«complessi». Il fatto che questi autovalori siano com¬ 
plessi corrisponde all’esistenza di smorzamenti. Sono 
questi che portano all’equilibrio la funzione di distri¬ 
buzione per tempi sufficientemente lunghi. Certamen¬ 
te occorre riconoscere che l’approccio aH’equilibrio è in 
generale molto complesso e comprende differenti scale 
temporali; tuttavia il nostro approccio dà una corretta 
soluzione a questo problema separando le differenti sca¬ 
le temporali. 

Il risultato principale di quest’approccio è una rap¬ 
presentazione spettrale dell’operatore di evoluzione U 
degli LPS a livello della «funzione di distribuzione» p. 
Questa rappresentazione è del tutto analoga a quella 
analizzata per lo spostamento di Bernoulli, presenta 
una simmetria temporale spezzata e introduce funzioni 
singolari (distribuzioni analoghe alla semplice funzione 
8 menzionata in precedenza). Mentre la soluzione del¬ 
l’equazione di Schròdinger cozza contro molte difficol¬ 
tà dovute alle divergenze di Poincaré, lo stesso non può 
dirsi per l’equazione di Liouville. A livello di probabi¬ 
lità possiamo eliminare le divergenze di Poincaré e met¬ 
tere in evidenza le rotture della simmetria temporale. 

Proprio come per il problema del fornaio, esistono 
sempre rappresentazioni dell’operatore d’evoluzione 
che sono simmetriche nel tempo. Questa è la conseguen¬ 
za di teoremi molto generali (vedi nell’Appendice). Ma 
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inoltre, per gli LPS, abbiamo una rappresentazione che 
include i fenomeni irreversibili. Essa ci fornisce quindi 
la base microscopica dei fenomeni «instabili» osservati a 
ogni livello di descrizione della fisica. Per di più questa 
nuova rappresentazione è costruttiva, poiché basata sul¬ 
l’eliminazione delle divergenze di Poincaré. 

Quindi, come abbiamo già indicato, la novità sta nel 
fatto che nei sistemi instabili come gli LPS esiste più di 
una rappresentazione dell’operatore di evoluzione, tan¬ 
to in meccanica classica quanto in meccanica quantisti¬ 
ca; a questo stato di cose corrispondono ragioni mate¬ 
matiche ben precise riassunte nell’Appendice. Il punto 
essenziale è che ai due tipi di rappresentazione corri¬ 
sponde una diversa descrizione fisica e una formulazio¬ 
ne differente delle leggi della natura. 

Appare utile fare qualche osservazione sulla compar¬ 
sa di dissipazione a livello delle equazioni della dinami¬ 
ca. L’equazione di Schròdinger o l’equazione di Liou- 
ville è simmetrica rispetto all’inversione del tempo. Ma 
una volta eliminate le divergenze di Poincaré, otteniamo 
soluzioni di queste equazioni che presentano una sim¬ 
metria temporale spezzata. In questo caso si verifica un 
fenomeno molto simile a quello che si ha in fisica nei pro¬ 
blemi di magnetismo e che è stato associato alle «rotture 
spontanee» della simmetria. Ad alta temperatura un si¬ 
stema magnetico risulta paramagnetico: piccole singole 
caiamite si orientano a caso. A bassa temperatura, inve¬ 
ce, abbiamo dei ferromagneti: tutte le caiamite privi¬ 
legiano un’unica direzione. A tale momento, quindi, 
abbiamo soluzioni con simmetria minore rispetto alle 
equazioni iniziali. D’altronde questa è una proprietà 
molto generale. Nella fisica quantistica moderna le par¬ 
ticelle e le antiparticelle hanno lo stesso ruolo, eppure il 
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nostro universo è formato essenzialmente da particelle, 
mentre oggi le antiparticelle non hanno che un ruolo tra¬ 
scurabile a livello cosmologico. E ancora, l’universo è 
meno simmetrico di quanto le equazioni di base lasce- 
rebbero prevedere. 

I risultati ottenuti mostrano il senso fisico delle di¬ 
vergenze di Poincaré. Queste vengono eliminate intro¬ 
ducendo le proprietà dissipative, ossia autovalori com¬ 
plessi. La teoria così ottenuta costituisce anche un pro¬ 
gresso nel campo dell’integrazione delle equazioni della 
meccanica classica o quantistica: adesso siamo in grado 
di integrare i sistemi non integrabili di Poincaré. Ma 
la nozione di integrazione non è affatto la stessa, poi¬ 
ché adesso integriamo a livello delle funzioni di distri¬ 
buzione. 

Cosa diventa allora l’espressione delle leggi fonda- 
mentali della natura? Tradizionalmente esse si formu¬ 
lavano a livello delle traiettorie (equazioni di Newton o 
di Hamilton) o delle funzioni d’onda; ora invece le for¬ 
muliamo a livello dell’evoluzione della probabilità p. 
Ricordiamo ancora una volta il nostro schema concet¬ 
tuale: instabilità (caos) probabilità ^ irreversibilità, 
al quale diamo così una realizzazione concreta. 




Capitolo ottavo 


Forti dei risultati che abbiamo sintetizzato nei capitoli 
precedenti, possiamo tornare ai problemi epistemologi¬ 
ci e in particolare al dualismo della meccanica quanti¬ 
stica che è stato oggetto di animate discussioni fin dalla 
sua stessa nascita, più di sessant’anni fa. 

v 

E il problema della misurazione che forse illustra nel 
modo più chiaro le difficoltà della meccanica quantisti¬ 
ca nella sua formulazione tradizionale. Citiamo un 
estratto della relazione che Niels Bohr ha presentato nel 
1961 e riassume le discussioni che si svolsero durante il 
congresso Solvay del 1927: 

Per introdurre la discussione su questi punti, alla confe¬ 
renza mi fu chiesto di dare un contributo sui problemi di tipo 
epistemologico con cui abbiamo a che fare nella fisica quan¬ 
tistica; io sfruttai l’occasione per incentrare la discussione sul¬ 
la questione di una terminologia appropriata e per sottoli¬ 
neare il punto di vista della complementarità. Io sostenni 
soprattutto che un resoconto univoco degli esperimenti fisici 
tanto nella procedura sperimentale quanto nella registrazio¬ 
ne delle osservazioni richiede l’uso di un linguaggio comune, 
un adeguato raffinamento del vocabolario proprio della fisica 
classica^®. 
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Rosenfeld, il più stretto collaboratore di Bohr, ha ag¬ 
giunto un secondo elemento al problema della misura¬ 
zione, e cioè che essa deve essere un processo «irreversi¬ 
bile». Ma come descrivere classicamente un apparecchio 
di misura come lo vuole Bohr, se la teoria quantistica si 
vuole universale e si applica quindi a ogni oggetto, pic¬ 
colo o grande che sia? Ecco il motivo per cui la proposta 
di Bohr è ben lungi dall’aver ottenuto l’unanimità. Leg¬ 
giamo quel che ne dice John Bell: 

Il ‘problema’ è dunque: come va diviso esattamente il 
mondo, tra apparato esplicabile [...] ossia di cui possiamo 
parlare [...] e sistema quantistico inesplicabile, di cui non 
possiamo parlare? Quanti elettroni, o atomi, o molecole for¬ 
mano un ‘apparato’? La matematica della teoria normale ri¬ 
chiede questa separazione, ma non si esprime circa le moda¬ 
lità d’attuazione. In pratica la questione viene risolta con 
rimedi pragmatici che hanno superato la prova del tempo, 
applicata con discrezione e buon gusto, frutti di grande espe¬ 
rienza pratica. Bene, io ritengo che in realtà i padri fondatori 
si sbagliavano su questo punto 

Notiamo che in meccanica classica il problema della 
misurazione non si poneva sotto questo aspetto, poiché 
era ammesso applicare le leggi della fisica nello stesso 
modo tanto ai microsistemi quanto ai macrosistemi. 
Non può dirsi lo stesso per i microsistemi della mecca¬ 
nica quantistica, che essa descrive con sue leggi, mentre 
a livello macroscopico è possibile applicare quelle della 
dinamica classica e della termodinamica. Quindi il pro¬ 
blema posto da Bohr è quello della transizione dalle leggi 
della meccanica quantistica verso quelle della dinamica 
classica, la quale introduce i concetti con cui formuliamo 
la nostra immagine del mondo. 
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Oggi possiamo capire meglio in quale direzione bi¬ 
sognerebbe muoversi per essere in grado di risolvere tale 
problema. La transizione dal mondo quantistico al no¬ 
stro mondo dinamico classico avviene attraverso sistemi 
dinamici instabili e quel che Bohr chiamava linguaggio 
comune in realtà è un «tempo comune»: è solo grazie 
all’esistenza di un tempo comune che possiamo comu¬ 
nicare con la natura. Quando operiamo una misurazio¬ 
ne, dobbiamo avere un’idea del «prima» e del «dopo», e 
quest’idea deve corrispondere allo svolgimento dei feno¬ 
meni che osserviamo. Ecco un’esigenza che è evidente a 
livello umano. Non potremmo comunicare con una per¬ 
sona per la quale il nostro avvenire sarebbe il suo passato 
e il suo avvenire il nostro passato. Per i sistemi dinamici 
instabili non possiamo più riferirci al tempo quantistico 
così come si trova associato all’equazione di Schròdin- 
ger, bensì dobbiamo usare il tempo associato all’evolu¬ 
zione delle probabilità come è descritto nella soluzione di 
Liouville. In questo caso la direzione del tempo risulta 
infine dalle divergenze di Poincaré. In altri termini, è 
attraverso queste risonanze che si stabilisce un tempo co¬ 
mune all’uomo e alla natura. E questa la stessa condi¬ 
zione necessaria per avere una possibilità di comunica¬ 
zione con la natura. 

La struttura duale della meccanica quantistica era 
dovuta al fatto che, da una parte, c’era l’equazione di 
Schròdinger in grado di descrivere l’equazione delle 
funzioni d’onda, e, dall’altra, si avvertiva la necessità 
di introdurre un secondo processo di misurazione che 
trasformasse la funzione d’onda in un sistema statisti¬ 
co. La «attualizzazione delle potenzialità» non è più l’ef¬ 
fetto dell’osservatore, ma dell’instabilità del sistema. 
Ancora una volta, l’irreversibilità non è dovuta al no- 
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stro intervento nella natura, bensì alla formulazione 
della dinamica estesa ai sistemi dinamici instabili. 

Come abbiamo già avuto modo di notare, la struttu¬ 
ra duale della meccanica quantistica rendeva essenziale 
il ruolo dell’osservatore. Questo significa l’irruzione di 
un elemento soggettivistico, principale causa dell’insod¬ 
disfazione che Einstein ha sempre espresso nei confronti 
della meccanica quantistica. L’introduzione dell’osser¬ 
vatore diviene scomoda soprattutto quando ci si avvici¬ 
na alla cosmologia. Certamente gli effetti quantistici 
hanno avuto un ruolo essenziale nei primi momenti del¬ 
l’universo; lo sviluppo della cosmologia quantistica esi¬ 
ge quindi una meccanica quantistica «senza osservato¬ 
re»; è proprio questa formulazione il punto d’arrivo del 
nostro lavoro. 

Insistiamo sul fatto che il caos quantistico è ancor 
più fondamentale del caos classico, in questo senso: ab¬ 
biamo visto che in meccanica classica avevamo due rap¬ 
presentazioni dell’operatore di evoluzione U, la prima 
equivalente alla descrizione in termini di traiettorie, la 
seconda irriducibile in termini di probabilità, e abbia¬ 
mo sottolineato il fatto che sia la possibilità di includer¬ 
vi la freccia del tempo a farci preferire la seconda. 

Invece in meccanica quantistica abbiamo o la de¬ 
scrizione duale (equazione di Schròdinger più collasso 
della funzione d’onda) oppure la nostra nuova rappre¬ 
sentazione, che non solo include la freccia del tempo, 
ma consente inoltre di sormontare l’ostacolo dei para¬ 
dossi quantistici. 

Tentiamo di farci un’idea intuitiva del caos quanti¬ 
stico. Perché la nostra rappresentazione quantistica è 
irriducibile? Perché non si può tornare dalla descrizio- 
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ne quantistica in termini di probabilità p all’usuale de¬ 
scrizione in termini di funzioni d’onda T"? 

Dapprima riprendiamo le principali caratteristiche 
del caos classico. Il punto di partenza abituale è lo stu¬ 
dio delle traiettorie e l’osservazione che a causa del tem¬ 
po di Ljapunov e della divergenza esponenziale delle 
traiettorie che esso implica, abbiamo instabilità e caos; 
si parla quindi di «sensibilità alle condizioni iniziali». Il 
nostro metodo consiste nell’andare oltre tale constata¬ 
zione e passare a una descrizione statistica della dina¬ 
mica classica. Scopriamo allora, come già indicato, che 
le traiettorie non appartengono al campo della descri¬ 
zione statistica. Esse vengono quindi eliminate non per¬ 
ché comportino difficoltà di calcolo (sono infatti incom¬ 
putabili), ma per ragioni di principio. In un sistema 
caotico le traiettorie sono escluse dalla descrizione pro¬ 
babilistica, nella quale non esistono più esponenziali in 
crescendo legati alla distanza fra traiettorie. I tempi di 
Ljapunov determinano le vite medie dei fattori di ino¬ 
mogeneità, e questa vita media è tanto più breve quan¬ 
to più «complessa» è la loro struttura (difatti abbiamo 
visto che il polinomio di Bernoulli di grado n viene 
smorzato tanto più rapidamente quanto più elevato è il 
grado ri). 

Qual è la situazione in meccanica quantistica? In es¬ 
sa non c’è tempo di Ljapunov e neppure una divergen¬ 
za esponenziale tra funzioni d’onda. Inoltre la funzione 
d’onda non è una funzione singolare, come la traietto¬ 
ria (che abbiamo visto rappresentata da una funzione 
8 ). Nulla ci impedisce di prendere una funzione d’onda 
come condizione iniziale. Qual è la natura del caos 
quantistico? Questi sono interrogativi molto interessan¬ 
ti che abbiamo studiato in dettaglio^*^. Diamone un’i- 
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dea. Abbiamo visto che la distribuzione p è legata al 
prodotto in cui T è la funzione d’onda. Le riso¬ 

nanze di Poincaré accompagnano l’evoluzione tempo¬ 
rale di Y e di ciò significa che alcune risonanze 
possono manifestarsi nella soluzione dell’equazione di 
Schròdinger, mentre altre si manifestano solamente al 
livello del prodotto ossia a livello della probabilità 
p. Questo è il motivo per cui la descrizione probabili¬ 
stica diventa irriducibile. Anche se partiamo da una 
funzione d’onda ben determinata, dobbiamo tener con¬ 
to degli effetti di risonanza che possono essere descritti 
solamente a livello di p. È in questo che consiste il «col¬ 
lasso» della funzione d’onda: gli effetti di risonanza, che 
danno termini secolari, variano sistematicamente con il 
tempo e conducono progressivamente il sistema verso 
l’equilibrio. Possiamo anche cercare di determinare la 
funzione d’onda 'F nell’istante t iterando la soluzione 
dell’equazione di Schròdinger. Ciò corrisponde a un 
calcolo di perturbazione «dipendente dal tempo». Ma 
anche in questo caso sorgono difficoltà del tutto analo¬ 
ghe a quelle che si incontrano nel calcolo di perturba¬ 
zione indipendente dal tempo (che consiste nel deter¬ 
minare le autofunzioni e gli autovalori dell’operatore 
hamiltoniano). Qui tali difficoltà si manifestano con la 
comparsa di termini mal definiti per tempi lunghi. Ogni 
senso fisico è nuovamente legato alle risonanze di Poin¬ 
caré, che implicano la presenza di termini secolari. Ma 
per identificare tali termini, sono necessarie delle fun¬ 
zioni «test» a livello delle probabilità p che ci ricondu¬ 
cono così alla nostra teoria. Che sia in meccanica clas¬ 
sica o quantistica, che si utilizzi un metodo oppure un 
altro, si ricade sempre nelle stesse difficoltà, passando 
in realtà al livello degli insiemi statistici. Questa grande 
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generalità è basata sul fatto che il meccanismo dell’ir¬ 
reversibilità connesso alle risonanze di Poincaré è co¬ 
mune alla meccanica sia classica sia quantistica. La de¬ 
scrizione probabilistica che otteniamo funge in qualche 
modo da ponte tra le descrizioni classica e quantistica. 


Capitolo nono 


Terminiamo questa esposizione con qualche conclusio¬ 
ne generale. Abbiamo già insistito a più riprese sulla 
successione instabilità (caos) ^ probabilità -♦ irre¬ 
versibilità, e sul fatto che per certi aspetti il nostro ap¬ 
proccio segue le intuizioni geniali di Boltzmann. Oggi 
sappiamo che tale approccio si applica alla categoria dei 
sistemi dinamici instabili ed è questa precisazione che 
consente di evitare le critiche che a suo tempo furono 
rivolte a Boltzmann. Invece di pensare traiettorie o fun¬ 
zioni d’onda, pensiamo probabilità e proprietà degli 
operatori di evoluzione: è infatti proprio attraverso que¬ 
ste ultime che siamo in grado di unificare la dinamica e 
la termodinamica. Cominciamo ad afferrare meglio la 
lezione del secondo principio della termodinamica. Per¬ 
ché esiste l’entropia? Prima spesso si ammetteva che 
l’entropia non era altro che l’espressione di una fenome¬ 
nologia, di approssimazioni supplementari che introdu¬ 
ciamo nelle leggi della dinamica. Oggi sappiamo che la 
legge di sviluppo dell’entropia e la fisica del non-equili- 
brio ci insegnano qualcosa di fondamentale circa la 
struttura dell’universo: l’irreversibilità diventa un ele¬ 
mento essenziale per la nostra descrizione dell’universo, 
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quindi deve trovare la sua espressione nelle leggi fonda- 
mentali della dinamica. La condizione essenziale è che la 
descrizione microscopica dell’universo si faccia tramite 
sistemi dinamici instabili. Ecco un radicale cambiamen¬ 
to del punto di vista: per la visione classica i sistemi sta¬ 
bili erano la regola e i sistemi instabili delle eccezioni, 
mentre oggi capovolgiamo tale prospettiva. 

Una volta ottenuta l’irreversibilità e la freccia del 
tempo, possiamo studiare tale freccia su altre rotture di 
simmetria e sul contemporaneo emergere dell’ordine e 
del disordine a livello macroscopico. Comunque in en¬ 
trambi i casi è dal caos che emergono allo stesso tempo 
ordine e disordine. Se la descrizione fondamentale si fa¬ 
cesse con leggi dinamiche stabili, non avremmo entro¬ 
pia, ma quindi neppure coerenza dovuta al non-equi- 
librio, né alcuna possibilità di parlare di strutture bio¬ 
logiche e pertanto un universo da cui l’uomo sarebbe 
escluso. L’instabilità, ovvero il caos, ha così due funzio¬ 
ni fondamentali: da un lato, l’unificazione delle descri¬ 
zioni microscopiche e macroscopiche della natura, at¬ 
tuabile solo tramite una modificazione della descrizione 
microscopica; dall’altro, la formulazione di una teoria 
quantistica, direttamente basata sulla nozione di proba¬ 
bilità, che evita il dualismo della teoria quantistica orto¬ 
dossa, ma che, a un livello ancor più generale, ci induce 
così a modificare quelle che tradizionalmente chiamava¬ 
mo «leggi della natura». Una volta queste ultime erano 
associate al determinismo e all’irreversibilità nel tempo, 
mentre per i sistemi instabili esse diventano fondamen- | 

talmente probabilistiche ed esprimono ciò che è possibile * 

e non quel che è «certo». Questo risulta particolarmente 
sorprendente se consideriamo che stiamo analizzando 
l’universo ai suoi primi istanti di vita: lo si può parago¬ 


nare a un bambino appena nato, che potrebbe diventare 
architetto, musicista o impiegato di banca, ma che non 
può essere tutti questi personaggi allo stesso tempo. La 
legge probabilistica contiene evidentemente fluttuazioni 
e persino biforcazioni. 

All’inizio di quest’esposizione abbiamo menzionato 
il problema delle due culture. La scienza classica era 
nata sotto il segno del dualismo. In una delle sue Rispo¬ 
ste alle terze obbiezioni (cioè quella alla obbiezione secon¬ 
da, sulla seconda meditazione intitolata Della natura dello 
spirito umano) Cartesio ribadisce contro Hobbes la di¬ 
stinzione tra due sostanze, il corpo e lo spirito, che ci 
sono note dagli atti o accidenti che sono loro propri: 

Vi sono certi atti che chiamiamo corporei, come la grandez¬ 
za, la figura, il movimento, e tutte le altre cose che non pos¬ 
sono essere concepite senza un’estensione locale, e noi chia¬ 
miamo col nome di corpo la sostanza nella quale risiedono; [...] 
tutti questi atti convengono fra di loro, in quanto presuppon¬ 
gono l’estensione. In appresso, vi sono altri atti che noi chia¬ 
miamo intellettuali, come intendere, volere, immaginare, sen¬ 
tire, ecc., i quali tutti convengono fra loro in questo, che non 
possono essere senza pensiero o percezione, o coscienza e co¬ 
noscenza; e la sostanza nella quale essi risiedono, noi diciamo 
che è una cosa che pensa, o uno spirito [...]; il pensiero, che è la 
ragione comune nella quale essi convengono, differisce total¬ 
mente dall’estensione, che è la ragione comune degli altri^®. 

In quest’opera Cartesio descrive l’evidente contra¬ 
sto tra i primi oggetti della scienza fisica che allora sor¬ 
geva (come per esempio il pendolo e il sasso che cade) e 
gli atti intellettuali. 

La materia è associata all’estensione, insomma a una 
geometria. È noto che ciò costituì l’idea centrale dell’o¬ 
pera di Einstein, ovvero l’idea di accedere a una descri- 
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zione geometrica della fisica. Al contrario gli atti intel¬ 
lettuali sono associati al pensiero e il pensiero è indisso¬ 
ciabile dalla distinzione tra «passato» e «futuro», quindi 
dalla freccia del tempo. 

Il paradosso del tempo esprime una forma di duali¬ 
smo cartesiano. Recentemente è stato pubblicato un li¬ 
bro molto interessante di un eminente fisico matemati¬ 
co inglese, Roger Penrose, dal titolo La nuova mente del¬ 
l’imperatore. In esso leggiamo l’affermazione secondo la 
quale sarebbe «la nostra attuale mancanza di compren¬ 
sione delle leggi fondamentali della fisica a impedirci di 
comprendere il concetto di ‘mente’ in termini fisici o 
logici»3°. 

Credo che Penrose abbia ragione: nell’immagine 
che la fisica classica dava dell’universo non c’era posto 
per il pensiero. L’universo vi appariva come un enorme 
automa, sottomesso a leggi deterministiche e reversibi¬ 
li, nelle quali era difficile riconoscere ciò che per noi 
caratterizza il pensiero: la coerenza o la creatività. Pen¬ 
rose crede che per inserire queste proprietà nel mondo 
fisico sia necessario concentrare la nostra attenzione sui 
buchi neri e sulla cosmologia; i buchi neri sono quegli 
strani oggetti che, grazie a un intenso campo gravita¬ 
zionale, attirano irreversibilmente la materia (oggetti 
che già Laplace aveva immaginato). 

Gli studi riassunti in queste mie pagine mostrano 
che la soluzione del dualismo cartesiano non esige il ri¬ 
corso diretto alla cosmologia. Nel mondo che ci circon¬ 
da constatiamo l’esistenza di oggetti che obbediscono a 
leggi classiche deterministiche e reversibili, ma corri¬ 
spondono a casi semplici, quasi a eccezioni, come il mo¬ 
to planetario a due corpi. D’altronde disponiamo degli 
oggetti a cui si applica il secondo principio della termo¬ 


dinamica, anzi essi sono la stragrande maggioranza. Bi¬ 
sogna quindi che oggi vi sia, anche indipendentemente 
dalla storia, una distinzione cosmologica tra questi due 
tipi di situazione, ovvero tra stabilità da una parte e 
instabilità e caos dall’altra. 

Non è che la cosmologia non abbia un ruolo essen¬ 
ziale: al contrario, il «big bang» ci indica che esiste un 
istante particolare in cui la materia, così come noi la 
conosciamo, è emersa dal vuoto quantistico. Abbiamo 
sempre pensato che questo fosse il fenomeno irreversi¬ 
bile per eccellenza e abbiamo cercato di analizzarlo in 
termini di instabilità: l’universo forma un tutt’uno e re¬ 
sistenza di un’unica freccia del tempo ha un’origine co¬ 
smologica. 

Tale freccia è tuttora presente e lo è ancor di più lo 
stretto legame tra irreversibilità e complessità. Maggio¬ 
ri sono i livelli di complessità (chimica, vita, cervello) e 
più evidente è la freccia del tempo. Ciò corrisponde per¬ 
fettamente al ruolo costruttivo del tempo, così evidente 
nelle strutture dissipative che ho descritto all’inizio di 
questo lavoro. 

La scienza svolge un ruolo fondamentale nella nostra 
cultura, eppure la reazione a essa non è unanime. Ne La 
nuova alleanza io e Isabelle Stenger citavamo un testo 
pubblicato nel 1974 in occasione di un colloquio dell’U- 
nesco, dal titolo La scienza e la diversità delle culture: 

Da più di un secolo il settore dell’attività scientifica ha 
visto una tale crescita aH’interno dell’ambiente culturale da 
sembrare sostituirsi all’insieme della cultura. Per qualcuno, 
questa non sarebbe altro che un’illusione prodotta dalla ve¬ 
locità di tale crescita, ma le linee di forza di questa cultura 
non dovrebbero tardare a emergere nuovamente per domi¬ 
narla, al servizio dell’uomo. Per altri, tale recente trionfo del- 


82 


83 



la scienza le conferisce finalmente il diritto di governare l’in¬ 
sieme della cultura, la quale, per contro, meriterebbe il suo 
titolo solamente nella misura in cui si lasciasse diffondere at¬ 
traverso l’apparato scientifico. Altri ancora, infine, spaven¬ 
tati dalla manipolazione a cui l’uomo e le società sono esposte 
quando cadono sotto il potere scientifico, vedono profilarsi lo 
spettro del disastro culturale. 

Noi proseguivamo allora così: 

Lo sviluppo scientifico sbocca allora in una vera e propria 
scelta metafisica, tragica e astratta; «l’uomo» deve scegliere 
fra la tentazione, rassicurante ma irrazionale, di cercare nella 
natura la garanzia dei valori umani, la manifestazione di 
un’appartenenza essenziale, e fra la fedeltà a una razionalità 
che lo lascia solo in un mondo muto e stupido”. 

In un recente libro Richard Tarnas'^^ esprime il me¬ 
desimo concetto: «La passione più profonda della men¬ 
te occidentale è stata difatti quella di riunirsi con la ra¬ 
gione del suo essere». 

s 

E notevole osservare che i recenti sviluppi riassunti in 
questo mio testo vadano precisamente in questa direzio¬ 
ne. Sono la testimonianza di come la scienza contempo¬ 
ranea si sia estesa, fino a inglobare un insieme di feno¬ 
meni che la scienza classica aveva rigettato nell’ambito 
della «fenomenologia» e che pure formano per noi l’es¬ 
senziale della natura. Secondo Einstein, il più illustre 
rappresentante della scienza classica, per conquistare 
l’armonia dell’eterno era necessario andare oltre il mon¬ 
do sensibile, con i suoi tormenti e i suoi inganni. Il trion¬ 
fo della scienza sarebbe associato alla dimostrazione che 
la nostra vita — inscindibile dal tempo — sarebbe solo 
un’illusione. Certo, è un concetto grandioso, ma anche 
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profondamente pessimistico: l’eternità non conosce più 
eventi, ma come si può dissociarla dalla morte? 

Invece il messaggio di questo mio volume vuole es¬ 
sere ottimistico. La scienza inizia a essere in grado di 
descrivere la creatività della natura, e il tempo, oggi, è 
anche il tempo che non parla più di solitudine, ma del¬ 
l’alleanza dell’uomo con la natura che egli descrive. 





Teoria spettrale e caos 


In questa sede vorrei presentare in modo più sistematico 
alcune nozioni utilizzate nel testo. Non ho cercato il ri¬ 
gore, ma ho tentato di collegare le nozioni a risultati che 
sono familiari e di indicare dei riferimenti in cui il lettore 
può trovare sviluppi supplementari o dimostrazioni. 


1. Le due formulazioni della dinamica classica 

In primo luogo abbiamo la formulazione in «traietto¬ 
rie». La più importante (vedi capitoli terzo-quinto) è 
quella hamiltoniana. L’hamiltoniana H{p, q) è l’ener¬ 
gia espressa in quantità di moti p e coordinate q. Una 
volta dato H{p, q), le traiettorie risultano dalle equazio¬ 
ni di Hamilton. 


dq 9H dp 9H 

dt 9p dt 9q 


(A.1.1) 


Queste traiettorie si disegnano nello spazio delle fasi 
(?>/')■ 

Invece di considerare le traiettorie individuali, pos- 
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siamo passare a una descrizione probabilistica (vedi ca¬ 
pitolo settimo). In tutte le opere di meccanica stati¬ 
stica*, si dimostra che la probabilità p obbedisce all’e¬ 
quazione di Liouville 


^ dH dp dH dp 
dt dp dq ^ dq dp 


(A.1.2) 


Può essere utile introdurre una formulazione in ter¬ 
mini di operatori e moltiplicare (A.1.2) per i = ^ — 1. 
Avremo quindi 


.3p 

‘F - 


(A.1.3) 


dove L è l’operatore lineare: 


A Ai A 

T 1 — ^ A l 

op dq dq dp 


(A. 1.4) 


Una volta che conosciamo p possiamo calcolare il va¬ 
lore medio di ogni grandezza meccanica A(j&, q) 


(A) = dp dq A(p, q)p 


(A. 1.5) 


Per discutere l’equazione di Liouville, introducia¬ 
mo la nozione di spazio di Hilbert. In un primo tempo 
esso fu studiato in meccanica quantistica^, e in seguito 
applicato da Koopman^ alla meccanica classica^. 

Indichiamo qualche proprietà dello spazio hilbertia- 
no. Esso suppone l’esistenza di un prodotto scalare (/^ 
è il complesso coniugato di f) 


i 
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(f|g) = jdx r(x) g(x) 


(A. 1.6) 


e di una norma 

||f|| = V(f|f)^0 (A. 1.6') 

La condizione (/'[/) = 0 implica/ = 0 
Lo spazio hilbertiano è quindi formato dalle funzio¬ 
ni a quadrato sommabile (la variabile d’integrazione x 
viene sostituita dalle coordinate e dai momenti, quando 
si considera lo spazio delle fasi). 

Un operatore nello spazio di Hilbert trasforma una 
funzione di questo spazio in un’altra. 

0f=g 

L’operatore aggiunto 0 ^ è definito dalla relazione 

(0f|g) = (f|0"g) (A.1.7) 

Un operatore è autoaggiunto (o hermitiano) quando 

0 = 0^ (A.1.8) 

Esistono anche le condizioni sul dominio, che non 
tratteremo in questa sede®. 

Un operatore isometrico conserva la norma di una 
funzione 

(0f|0f) = (f|f) (A. 1.9) 
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Quando l’operatore isometrico ammette un inverso 
0 ^ \ ossia 

00-1 = 0-10 = 1 (A.1.10) 

in cui 1 è l’operatore unità, l’operatore 0 è unitario 
0'"=0“^ (A. 1.10') 

poiché la formula (A. 1.9) ci dà 

00^=0"^0 = 1 (A.1.11) 

L’operatore di Liouville L (A. 1.4) è hermitiano pro¬ 
prio come risulta partendo dal prodotto scalare (A. 1.5) 
nello spazio delle fasi 

(f|g) = jdp dq r(q, p)g(q, p) (A. 1.12) 

Si ha pertanto 

L = L+ (A.1.13) 

La soluzione dell’equazione di Liouville è 
p(t) = e-%(0) (A. 1.14) 

L’operatore di evoluzione U = e ’^*^ è unitario 
U"=U-' = e’^^ (A.1.15) 
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La formula (A. 1.14) descrive un gruppo dinamico 


p(ti + tg) = = P(ti)p(t2) 

{tj, t 2 positivi o negativi) (A. 1.16) 

La direzione del tempo non influisce minimamente. 
S’introduca una base ortonormale nello spazio di Hil¬ 
bert. È un insieme di funzioni f/, che ci consente di rap¬ 
presentare una funzione arbitraria F di tale spazio in 
termini di queste funzioni 

F = Sc„u„ (A.1.17) 

L’ortonormalità è espressa dalle condizioni 

(u,iu,).8,i :j (A.1.18) 

Moltiplichiamo (A. 1.17) per m ^ e prendiamo il pro¬ 
dotto scalare (A. 1.15). Per (A.1.18) si ottiene 

Cm = (UrnlF) 

Ogni elemento dello spazio di Hilbert può apparire 
indifferentemente a sinistra o a destra in un prodotto 
scalare. Conformemente a una notazione introdotta da 
Dirac®, possiamo scrivere come un «vettore bra» 

(Un 


o un «vettore keU 
Un) 
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Il prodotto scalare diventa un prodotto di un «bra» e 
di un «ket» La relazione (A. 1.17) può scriversi 

in modo più trasparente 

F) = S c„ uj = 2 c„)(u„|F) (A. 1.19) 

Dato che la nostra relazione rimane valida per ogni 
F), otteniamo la condizione di chiusura (completeness re¬ 
lation) 

l=2u„)(u„ (A. 1.20) 

Nel testo abbiamo usato basi biortonormali Uj,), ùj^) 
come 

(ùi|uj) = 8.j (A.1.21) 

2ù„)(u„ = | i:u„)(ù„ = | (A. 1.22) 

Esprimiamo un operatore in una base ortonormale 
(o biortonormale). Poniamo 

(ujAu,) = A^, (A. 1.23) 

Avremo allora la rappresentazione di A nella base 
scelta 

A = S A^^ Uj,)(u, (A. 1.24) 

che è facilmente verificabile. 

Allo stesso modo, utilizzando una base biortonor¬ 
male si ottiene 

A = 2 A^,, u^)(ù^ Aj^^ = (ùj^lAuJ (A. 1.25) 


L’insieme degli elementi A^^^ forma una matrice; ab¬ 
biamo quindi una rappresentazione matriciale dell’o¬ 
peratore A. 

Passiamo al problema degli autovalori e delle auto¬ 
funzioni degli operatori nello spazio di Hilbert. Pren¬ 
diamo in considerazione l’operatore di Liouville e cer¬ 
chiamo di soddisfare l’equazione 

L?>x) = ^9x) (A. 1.26) 

Gli autovalori X possono essere continui^ o discreti®. 
Un teorema fondamentale prova che gli autovalori 
di operatori hermitiani sono «reali» nello spazio di Hil- 
bert^. Inoltre l’insieme delle autofunzioni forma un si¬ 
stema ortonormale. Ne risulta che gli autovalori dell’o¬ 
peratore di evoluzione I/, = e'‘^^ sono di modulo unità. 

Ut9x)=e-^^‘9,) (A.1.27) 

Adesso possiamo esprimere L o con le loro auto¬ 
funzioni. La matrice (vedi A. 1.23) diviene diago¬ 
nale e possiamo scrivere 

L = 29^X(9, (A. 1.28) 

Allo stesso modo 

U, = 29,)e-"‘(9, (A.1.29) 

Questa è la rappresentazione spettrale dell’operato¬ 
re di Liouville e dell’operatore di evoluzione corrispon¬ 
dente Ug. 

L’operatore di evoluzione Ug non contiene che fre- 
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quenze corrispondenti a oscillatori. Ciò sembra costi¬ 
tuire un ostacolo per ogni teoria microscopica dei feno¬ 
meni irreversibili, ma riusciremo a eliminarlo passando 
a spazi generalizzati {rigged Hilbert spaces, nella terza par¬ 
te di questa stessa Appendice). Adesso possiamo dare la 
soluzione formale dell’equazione di Liouville (A. 1.14). 
Sviluppiamo p(0) in funzioni 9 ^ ed otteniamo 

P(t)) = 29x)e'‘%Jp(0)) (A. 1.30) 

ossia la seconda formulazione probabilistica della dina¬ 
mica classica. Nei casi semplici (sistemi integrabili, vedi 
capitolo quinto del testo^) è possibile costruire le auto¬ 
funzioni e gli autovalori. Ma, in generale ci imbattiamo 
sempre nelle divergenze di Poincaré. Abbiamo sola¬ 
mente teoremi di esistenza®. 

Le formulazioni della dinamica classica in termi¬ 
ni di traiettoria e di p nello spazio di Hilbert sono as¬ 
solutamente equivalenti. Nulla ci impedisce di parti¬ 
re da una traiettoria corrispondente a una funzione 
8(p — Po)8(q — qo) nello spazio delle fasi. Il prodotto sca¬ 
lare 

(9x(q, P)|S(q - qo)5(p - Po)) = ?x(qo> Po) (A. 1.31) 

è ben definito e p(t) si riduce ugualmente a una funzio¬ 
ne 8 ovvero 8(q - q(t))8(p - p(t)) dove q(t), p(t) sono le 
soluzioni delle equazioni di Hamilton (vedi il mio lavo¬ 
ro citato alla nota 4 di questa stessa Appendice). L’ele¬ 
mento nuovo sta nel fatto che nel caso dei sistemi caotici 
esiste una seconda rappresentazione degli operatori L e 
U negli spazi generalizzati, che, questa volta, è irridu¬ 
cibile alla descrizione in termini di traiettoria, poiché la rap¬ 


presentazione spettrale esclude le traiettorie rappresen¬ 
tate da funzioni singolari. 

2. Le due formulazioni della meccanica quantistica 

Più volte abbiamo fatto allusione alla meccanica quan¬ 
tistica (specialmente nei capitoli terzo e quarto). Ab¬ 
biamo visto che in questo campo la grandezza fonda- 
mentale è l’ampiezza T che obbedisce all’equazione di 
Schròdinger 

dT 

ih-^=H„p'F (A.2.1) 

Tale equazione sostituisce le equazioni di Hamilton 
(A. 1.1); Hgp è l’hamiltoniana in cui gli operatori hanno 
preso il posto delle variabili classiche, per esempio: 

h d 

q ^ qop P ^ Pop = 7 ^ (A.2.2) 

I momenti p diventano quindi operatori di deri¬ 
vazione. E a proposito della meccanica quantistica che 
si è sviluppata la teoria dello spazio hilbertiano^'^: no¬ 
tiamo l’analogia tra (A.2.1) e (A. 1.3); H^p è un ope¬ 
ratore hermitiano nello spazio di Hilbert; si osservi i- 
noltre che nella «rappresentazione» coordinata q (per 
A.2.2) i momenti non sono delle variabili indipen¬ 
denti. 

Consideriamo il problema dal punto di vista degli 
autovalori degli (da paragonare ad A. 1.26) 

H„pU„) = E„uJ (A. 2.3) 
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che sono i livelli d’energia del sistema e formano una 
serie discreta (spettro discreto) o continua (spettro con¬ 
tinuo). I livelli d’energia sono reali e le autofunzioni 
costituiscono un sistema ortonormale completo. Usan¬ 
do la notazione «bracket» introdotta da Dirac nel 1958 
potremo quindi scrivere per la funzione d’onda nell’i¬ 
stante iniziale 'F(O) (vedi A. 1.19) 

T(0)) = SuJ(uJT(0)) (A.2.4) 

e(vedi A. 1.30) 

'F(t) = U(t)'F(0) = 

= Su„)e-’^"*^^(ujT(0)) (A.2.5) 

= S c„ u„) 

Questa relazione è già stata indicata nel capitolo se¬ 
sto. In quel contesto abbiamo discusso il significato fi¬ 
sico dei coefficienti da cui otteniamo la «potenziali¬ 
tà» corrispondente allo stato 

Proprio come nel caso classico, possiamo passare a 
una descrizione probabilistica. Abbiamo visto (capitolo 
settimo) che la probabilità (chiamata anche matrice- 
densità), essendo data da p = è un’ampiezza di 

probabilità. Partendo da (A.2.1) si verifica immediata¬ 
mente che p soddisfa l’equazione 


• ^ 
' 9t 


Hp-pH 


(A.2.6) 


l’equivalente quantistico di (A. 1.2), e che possiamo 
ugualmente scrivere (vedi A. 1.3) 
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(A.2.6) 


. 9p 

Nel caso dei sistemi integrabili (ossia quelli in cui 
possiamo risolvere il problema agli autovalori, vedi 
A.2.3) le due formulazioni di meccanica quantistica in 
(A.2.1) e (A.2.6) sono equivalenti (le autofunzioni del¬ 
l’operatore quantistico L sono dei prodotti di autofun¬ 
zioni di // e degli autovalori delle differenze). Ma non 
è più così nel caso del «caos quantistico». Come nel caso 
classico, otteniamo allora una rappresentazione irridu¬ 
cibile a funzioni d’onda e questo negli spazi generaliz¬ 
zati. 

3. Spazi generalizzati 

Nel primo capitolo abbiamo visto che gli operatori her- 
mitiani L o Hgp hanno autovalori reali. Questa proprie¬ 
tà si basa essenzialmente sulle proprietà dello spazio 
hilbertiano e specialmente sull’esistenza della norma 
(A.1.6). 

Per ottenere una teoria spettrale complessa di opera¬ 
tori hermitiani, bisogna passare a spazi generalizzati 
non normalizzati, spesso chiamati «riggedHilbert spaces»^. 
Nello spazio di Hilbert un operatore unitario ha auto¬ 
valori di modulo 1 (vedi A.1.27 eA.2.5 ||e’'^*|| = 1) men¬ 
tre negli spazi generalizzati questi autovalori possono es¬ 
sere di modulo diverso da 1 (per esempio, della forma 
(jove X e y sono reali). Questo è ciò che consente 
l’introduzione dell’irreversibilità in seno alla descrizio¬ 
ne dinamica. Quindi per noi la considerazione degli spa¬ 
zi generalizzati è fondamentale. In questo capitolo in- 
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dicheremo alcune proprietà essenziali (per maggiori det¬ 
tagli, vedi nota 8 ). Nella sezione immediatamente suc¬ 
cessiva a questa applicheremo tali nozioni agli esempi di 
Bernoulli e del fornaio studiati nel testo. 

L’idea essenziale è quella di preservare il prodotto 
scalare: 

(%) = finito (A. 3.1) 

ma, in questo caso,/può essere una funzione singolare, 
per esempio la funzione 8 (x — Xq) non appartenente allo 
spazio di Hilbert, a condizione che cp sia una funzione 
sufficientemente regolare (funzione test) appartenente a 
una sottoclasse dello spazio hilbertiano. Chiamiamo 
la classe delle funzioni appartenente allo spazio di Hil¬ 
bert (cioè di quadrato sommabile, vedi A. 1.6), O la 
classe delle funzioni test e O la classe delle funzioni sin¬ 
golari /; otterremo allora 

® C L 2 C 0)-" (A.3.2) 

Ecco la celebre tripletta di Gel’fand. Possiamo definire 
l’azione dell’operatore 0 su/grazie a (vedi A. 1.7). Più 
precisamente, questa è «l’estensione» dell’operatore 0 
di a < 1 > . 

(0fl9) = (fl0» (A.3.3) 

Questa definizione ha un senso a condizione che la 
funzione 0^9 rimanga nello spazio test O. 

Possiamo così definire le autofunzioni «di destra»: 

0|l) = z|f) oppure ( 9 | 0 f) = z( 9 |f) (A.3.4) 
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e poi quelle «di sinistra» 

(fl 0 = z(f oppure (ÌÌ09) = 2;(f|9) 


(A.3.5) 


Il classico esempio di applicazione degli spazi gene¬ 
ralizzati è il problema spettrale associato all’operatore 
d^ 

0 = -—^ nel dominio - oo(x( + 00 ... Ne risulta: 
dx^ 


-^e-’‘^" = k2 (A.3. 6 ) 

dx 

Le autofunzioni sono dunque e gli autovalori 

Le autofunzioni non appartengono allo spazio 
di Hilbert poiché 

+ 00 

j dx e'*^" = 00 (A.3.7) 

— 00 


in contraddizione con (A.3.1). 

Al contrario, il prodotto scalare con una funzione 
test deve essere 


-h 00 

j da e%(x) = (e-’^"| 9 ) = finito (A.3. 8 ) 

— QO 


Inoltre vogliamo che le espressioni (A.3.3) siano ben 
definite e che gli operatori 0 siano operatori di molti- 


101 


plicazione x” o di derivazione —- (come avviene in mec- 

dx 

canica quantistica). 

Vedremo che ciò esige in primo luogo che le fun¬ 
zioni test cp(x) siano infinitamente derivabili, e in secon¬ 
do luogo che decrescano abbastanza rapidamente per 
X ^ ± 00 . Queste funzioni test che formano una sot¬ 
toclasse dello spazio di Hilbert vengono chiamate «fun¬ 
zioni Schwartz». 

Concludiamo con un’importante osservazione: ve¬ 
diamo l’effetto dell’operatore di evoluzione U^ su/. Per 
(A.3.3) otteniamo 

(U,%) = (flu;?) (A.3.9). 

Quest’espressione troverà perfetta definizione se U 
rimarrà nello spazio-test. Nei sistemi caotici vedremo che 
generalmente questa condizione non può essere soddi¬ 
sfatta in una sola volta per t>Q e <<0. Ciò porta alla 
distruzione del gruppo dinamico (A. 1.16) e alla sua so¬ 
stituzione con due semigruppi, uno dei quali valido per 
t>0 e l’altro per t<0; ecco l’espressione matematica 
della rottura della simmetria temporale®. 

4. Sistemi caotici 

Torniamo adesso ai due esempi studiati nel testo: lo spo¬ 
stamento di Bernoulli e la trasformazione del fornaio. 
Si tratta di sistemi caotici caratterizzati da un esponente 
di Ljapunov. Studiamo in un primo tempo le proprietà 
spettrali dell’operatore di evoluzione nello spostamento 
di Bernoulli. 
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Rammentiamo che le equazioni del moto (che qui 
sostituiscono quelle di Hamilton A. 1.1) sono: 

1 

Xn + i = 2xn per 0<x<2 (A.4.1) 

1 

= 2x„_i 

Partiamo dall’identità variabile per una traiettoria 
(rappresentata da una funzione 8) 

1 

8(x-f(xo))= |dy 8(x - f(y))8(y - Xo) (A.4.2) 

0 

Prendiamo per/(x) la trasformazione (A.4.1) ed ap¬ 
plichiamo (A.4.2) ad un insieme di traiettorie — che 
torna a sostituire 8(y —Xq) per pn(y). 

Avremo: 

1 

Pn + i(x) = jdy 8(x - f(y))Pn(y) = 

0 

= ^[po(^) + Pn(^)] = Up„(x) (A.4.3) 

Questa formula definisce l’operatore di Perron-Fro- 
benius per lo spostamento di Bernoulli. 

Possiamo altresì definire l’operatore aggiunto . 
Utilizzando (A. 1.7), si dimostra*® che 
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U"f(x) = 


f(2x) 0<x<i 


• (A.4.4) 


1 

f(2x—1) -^x<l 

oppure in modo più compatto 

U^f(x) = f(2x)0^--x^ + f(2x- l)0^x-^^ (A.4.5) 

con 

0(y) =1 y > 0 

= 0 y^O 

L’operatore f/'’' è un operatore «isometrico» e per¬ 
tanto molto vicino agli operatori unitari di evoluzione 
della meccanica classica o quantistica (vedi A. 1.15 e la 
seconda sezione in questa stessa Appendice). Gli ope¬ 
ratori unitari ammettono anche un inverso. 

Ma esiste un’essenziale differenza, l’operatore 
non ammette rappresentazione spettrale nello spazio 
hilbertiano^ : questo è un teorema rigoroso. D’altronde 
è facile verificare che non c’è alcuna funzione continua, 
oltre a una costante, in grado di verificare la relazione 

U.'’"f(x)> = X f(x)> (A.4.6) 

Dobbiamo quindi rivolgere la nostra attenzione agli 
spazi generalizzati. Al contrario, possiamo verificare che 
la funzione singolare Bi(x) = [8(x — 1) — 8(x)] è un’auto- 
funzione di e che si ottiene; 
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(A.4.7) 


U"Bi(x)> =^Bi(x)> 


(dato che si tratta di funzione singolare, questa relazione 
va considerata in congiunzione con una funzione test, 
come in A.3.4). 

Dimostriamo*° che generalmente si ottiene 
U"B„(x)> =^B„(x)> (A.4.8) 


con 

B„(x)> 


1 n = 0 

^~ - 1) - ^\x)] n^l 

n 




(A.4.9) 


Negli spazi generalizzati l’operatore isometrico ha 
quindi molti autovalori di modulo diverso dall’unita 
(vedi il terzo paragrafo di questa Appendice), che in que¬ 
sto caso sono legati al tempo di Ljapunov e pertanto de¬ 
scrivono fenomeni irreversibili connessi all’approccio 
verso Tequilibrio. 

Gli autovalori corrispondenti a (A.4.8) sono e 

Paragonando degli autovalori nello spazio di Hilbert 
con la forma (in cui n ha il ruolo del tempo), notiamo 
che X è puramente immaginario. Questo è un esempio di 
teoria spettrale complessa. 

Consideriamo adesso l’operatore U. 

Nel capitolo quarto del testo abbiamo già verificato 

che 
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1 ^ 

In realtà x —- è un polinomio di Bernoulli. In gene¬ 
rale otteniamo'^ 

UB„(x) = ^B„(x)> (A.4.10) 

Infine verifichiamo che le funzioni Bj^(x), B,„(x) for¬ 
mano un sistema binormale (vedi A. 1.21, A. 1.22) e 
completo*®. Pertanto, possiamo scrivere la rappresen¬ 
tazione spettrale di f/ e di 

U = 2 ^ B„(x) > < B^j(x) (A.4.11) 

U ■" = 2 ^ B„(x) >< B„(x) (A.4.12) 

Chiediamoci a quale classe di funzioni appartenga¬ 
no le probabilità p per cui è possibile scrivere (vedi ca¬ 
pitolo quarto del testo): 

p(x) = 2 B„(x)><Bjp> (A.4.13) 

A partire da (A.4.9) vediamo che una condizione 
sufficiente è che lo spazio-test sia formato da polinomi 
Pm(x) di grado arbitrario m. Questo spazio-test è «sta¬ 
bile» per l’evoluzione U, poiché l’espressione (A.4.4) 
mostra che un polinomio di grado m rimane tale anche 
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con l’applicazione di U. Come è già stato sottolineato 
nel testo, la necessità di utilizzare delle funzioni test (in 
questo caso dei polinomi) elimina le traiettorie. La rap¬ 
presentazione probabilistica è quindi «irriducibile». 

Consideriamo come secondo esempio la trasforma¬ 
zione del fornaio, già descritta nel capitolo terzo del te¬ 
sto. Più precisamente abbiamo le «equazioni del moto» 

y 1 

■2x ,| O^x^- 

(x,y)^ (A.4.13) 

y + 1 1 

l2x-l,—^ -<x:^l 

La differenza con il caso dello spostamento di Ber¬ 
noulli consiste nell’esistenza di una trasformazione in¬ 
versa ottenuta permutando x ed y. A partire dalle «e- 
quazioni del moto» (A.4.13), otteniamo l’espressione 
esplicita di 1/ e di : 

U p(x,y) = p(^^,2y^0(^^- y) + p(^^,2y - l^e^y - 2 ) 

(A.4.14) 

U ^ p(x,y) = p(2x,00(^^ - x^ + p(^2x - 1 ,^^^0(^x - 

(A.4.15) 

Notiamo alcune proprietà che in seguito si riveleran¬ 
no importanti. Nell’esempio precedente abbiamo visto 
che nel caso di Bernoulli i polinomi formano lo spazio¬ 
test. Prendiamo in considerazione funzioni della forma: 

p(x,y) = P(x) <p(y) (A.4.16) 
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dove P(x) è un polinomio in x e cp(y) una funzione inte¬ 
grabile (per esempio una funzione dello spazio hilber- 
tiano). Constatiamo subito che questa forma è stabile 
per U, ma non per . 

Analogamente la classe delle funzioni 

P(x,y) = 9 (x) P(y) (A.4.17) 

è stabile per e. non per U. 

La trasformazione del fornaio è un sistema dinami¬ 
co propriamente detto. L’operatore d’evoluzione è uni¬ 
tario (7/^ = U~^). 

Pertanto, U ammette una rappresentazione spettra¬ 
le nello spazio di Hilbert 

U = ^ 4 (x,y)>e‘'^<fk(x,y) (A.4.18) 

le a» — OO 

ma, in più, esiste una rappresentazione irriducibile ne¬ 
gli spazi generalizzati che scriveremo (per semplificare, 
trascuriamo gli effetti di degenerazione in spettro*^) 

U = S F„(x,y)>^<F„(x,y) (A.4.19) 

Gli autovalori sono gli stessi della (A.4.11), sempre 
legati al tempo di Ljapunov. La differenza essenziale sta 
nel fatto che adesso > e > sono contemporanea¬ 
mente funzioni singolari. 

In breve^^ 

F’„(x,j);) ~ polinomio in x, x distribuzione ìny 

~ distribuzione in x, x polinomio irij (A.4.20) 
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Consideriamo la probabilità p; le funzioni F„ e F^, 
formando un insieme ortonormale, ci consentono di 
scrivere : 

p = SFj(Fjp) (A.4.21) 

Con ciò avremo per il valore medio di una funzione 
A(x,j>) (un «osservabile») 

(A) = (A|p) = S(A|F„)(Fjp) (A.4.22) 

Essendo F„ e F„ delle distribuzioni, bisogna che A e 
p facciano parte di appropriati spazi-test. A partire da 
(A.4.16), vediamo che è necessario che 

p~ polinomio in x, x funzione integrabile iny 

(A.4.23) 

A— funzione integrabile in x, x polinomio ìnj 

La prima condizione esclude nuovamente le traiet¬ 
torie 8(x — Xo)8(y - yo) poiché 8(x - Xq) non è un polino¬ 
mio in X. 

La seconda condizione riduce gli osservabili a fun¬ 
zioni continue inj)'. Abbiamo già notato nel testo che 
questa è una condizione necessaria affinché si possa par¬ 
lare di approccio all’equilibrio. 

Studiamo l’evoluzione nel tempo tramite l’applica¬ 
zione dell’operatore U (per t> 0) a p oppure a {A). Per 
questo dobbiamo considerare 

(A|UF„) = (U" A|F„) (A.4.24) 

Questa è un’espressione perfettamente definita, per¬ 
ché (vedi A.4.15-A.4.17) preserva la classe dei po¬ 
linomi ìny. 
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Allo stesso modo U F^) preserva la forma (A.4.16). ) 

Possiamo quindi usare (A.4.17) per studiare l’evoluzio¬ 
ne «verso il futuro», ma non verso il passato, per cui . 

dobbiamo usare l’operatore . ' 

Invece di (A.4.24) otteniamo allora 

(A I F„) = (U A I FJ (A.4.25) 

& U A non preserva lo spazio-test (A.4.19). 

Si tratta di risultati fondamentali, poiché: 

1) la rappresentazione è irriducibile 

2) il gruppo dinamico si scompone in due semi¬ 
gruppi, uno dei quali per il futuro e l’altro per il pas¬ 
sato. 

Possiamo anche dire che F„) è orientato verso il fu¬ 
turo e verso il passato: è la rottura della simmetria 
temporale a cui abbiamo fatto cenno spesso nel testo. 


5. Teoria spettrale del caos e leggi della natura 

A partire da (A. 1.2), si nota che ogni probabilità, che è 

d<p 

solo funzione dell’hamiltoniana (p(H), porta a -^ = 0. 
In altre parole, (vedi A. 1.3) 

L9 = 0 (A.5.1) 

cp è un’autofunzione di L, che corrisponde a un auto¬ 
valore nullo. Si chiamano «ergodici» quei sistemi dina¬ 
mici, come (A.5.1), che ammettono solo la soluzione 
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9 (H). La funzione cp è una costante sulla superficie 
H{p, q) = E. Per semplificare, prenderemo cp = 1. 

I sistemi «misti» [mixing\, detti anche miscela [à mé- 
lange\ sono caratterizzati dal fatto che per tempi lunghi 
{t - 1-00 oppure t ^ — oo) i valori medi {A) degli os¬ 
servabili tendono verso i loro valori medi sulla superfi¬ 
cie H = E. 

Quindi a 1 dimensione 

dx A(x) p(x,t) = jdx A(x) cp = |dx A(x), t-^ ± oo 

(A.5.2) 

La condizione per i sistemi misti è che lo spettro di 
L per (A.1.25) sia continuo*^. 

II caos richiede le condizioni più restrittive: la defi¬ 
nizione usuale necessita l’esistenza del tempo di Ljapu- 
nov (o più generalmente un’«entropia» di Kolmogorov- 
Sinai'-^). 

Tuttavia tale definizione incontra delle difficoltà 
quando la si applica a grandi sistemi, quali gli LPS clas¬ 
sici o quantistici (l’entropia di Kolmogorov-Sinai è di¬ 
vergente). Questo è il motivo per cui adottiamo la de¬ 
finizione più generale. 

I sistemi dinamici sono caotici quando il loro ope¬ 
ratore di evoluzione ammette una rappresentazione ir¬ 
riducibile. 

Nella quarta sezione, qui sopra, abbiamo usato si¬ 
stemi semplici. 

Si tenga presente che questa definizione si applica 
anche ai sistemi quantistici”’^^. Il vantaggio che essa ap¬ 
porta consiste nel collegamento tra caos e irreversibili¬ 
tà, in quanto, come abbiamo visto dagli esempi (per la 
teoria generale vedi nota 15 del testo), il gruppo unita- 
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rio di evoluzione temporale si scinde in due semigrup¬ 
pi, uno per il futuro e l’altro per il passato. 

Quindi per i sistemi caotici le leggi dinamiche sono 
probabilistiche e irreversibili. Ecco l’estensione delle 
leggi della natura, conclusione essenziale di queste ri¬ 
flessioni. 
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